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ных алгебраических систем уравнений. 
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Как правило, при получении традиционного 
технического образования будущие инженеры 
привыкают к мысли, что числовые данные, ко-
торыми они оперируют в своих расчетах, явля-
ются величинами абсолютно или достаточно 
точными [1]. Нередко эта убежденность сохра-
няется и в профессиональной деятельности, 
например, при проектировании строительных 
конструкций. Восполнить этот пробел в обра-
зовании представляется возможным путем вве-
дения в программу подготовки студентов спе-
циальных курсов математического анализа и 
вычислительных методов, ориентированных 
больше на инженеров, чем на математиков. Как 
отмечает профессор В. В. Кулябко, решением в 
сложившейся ситуации может стать и более 
строгое разделение строительных специально-
стей – например, на инженеров по расчету кон-
струкций в САПР, инженеров по учету дина-
мических воздействий и т. п. [2]. 

Обратим внимание на реальные проблемы, с 
которыми может столкнуться специалист по 
расчету строительных конструкций. Числен-
ным результатом любого алгоритма всегда яв-
ляется приближенное значение, точность кото-
рого должна быть оценена самим расчетчиком. 
Перечислим основные факторы, приводящие к 
появлению погрешностей в вычислениях [3]: 

 математическая модель является при-
ближенным описанием реального процесса; 

 исходные данные к задаче, полученные 
экспериментально (измерения), уже содержат по-
грешности, либо они являются результатом реше-
ния некоторых вспомогательных задач (например, в 
нелинейных задачах динамики сооружений); 

 применяемые для решения задач мето-
ды, как правило, являются приближенными; 

 арифметические операции выполняются 
компьютерной системой исключительно над округ-
ленными числами, т. е. с ограниченной разрядностью. 

Перечисленные факторы имеют место при 
математическом моделировании любого физи-
ческого процесса или явления. Рассмотрим их с 

позиции моделирования работы искусственно-
го сооружения. 

Проектирование строительных конструк-
ций, зданий и сооружений является достаточно 
консервативной областью инженерной дея-
тельности. Последние несколько десятилетий в 
силу стремительного развития компьютерных 
технологий абсолютным лидером среди мето-
дов расчета инженерных конструкций стал ме-
тод конечных элементов. Несправедливо 
утверждать, что этот численный метод анализа 
на сегодняшний день практически не развива-
ется. Поводом для рассуждений о «тупиково-
сти» этого метода часто служит практически 
полная изоляция пользователей САПР (инже-
неров) от разработчиков (ученых, программи-
стов). Подтверждением того, что метод конеч-
ных элементов совершенствуется, следует счи-
тать ряд научных работ [4–6]. Так, одним из 
перспективных направлений в области числен-
ного анализа конструкций следует считать 
внедрение новой категории конечных элемен-
тов – так называемых « p -элементов», позво-
ляющих представить кривизну дискретизируе-
мой поверхности и особенность поля напряже-
ний с заданной точностью без изменения густо-
ты конечно-элементной сетки (реализованы в 
программах Nastran, StressCheck) [1]. 

Однако, как и любой другой численный ме-
тод, метод конечных элементов является при-
ближенным методом анализа. Так, континуаль-
ная область пространства подлежит дискрети-
зации конечномерным числом объектов. Это 
число, в свою очередь, определяет количество 
канонических уравнений (порядок расчетных 
матриц) метода. В дополнение, канонические 
уравнения МКЭ решаются известными числен-
ными методами, которые также являются при-
ближенными (например, метод Гаусса, LU-
разложение матриц и т. п.). 

Важно отметить, что от выбора метода ре-
шения системы уравнений зависит не только 
точность, но и скорость расчета. Если интер-
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претировать метод конечных элементов как 
развитие метода перемещений, то в самом про-
стом случае имеет место система линейных ал-
гебраических уравнений вида: 

 ,Cz F  (1) 

где C  – общая матрица жесткости системы;  
z  – искомый вектор узловых перемещений, 
который соответствует невырожденной матри-
це C ; F  – вектор узловых усилий от внешних 
нагрузок и воздействий. 

Перечислим наиболее распространенные 
способы решения системы (1): 

 метод Гаусса со схемой единственного 
деления (метод последовательного исключения 
неизвестных); 

 метод Гаусса с выбором главного эле-
мента по столбцу (схема частичного выбора); 

 метод Гаусса с выбором главного эле-
мента по всей матрице (схема полного выбора); 

 LU-разложение матриц; 
 метод Холецкого (метод квадратных 

корней). 
Как показывает анализ, реализация метода 

Гаусса по схеме единственного деления для 
системы размерности n  предполагает проведе-

ние 32

3
n  арифметических операций на этапе 

прямого хода и еще 2n  операций – на этапе об-
ратного [3]. Метод Гаусса с выбором главного 
элемента по столбцу целесообразно применять 
для расчета небольших стержневых систем, в 
которых количество узлов конечно-элементной 
сетки относительно невелико; в противном 
случае, схема частичного выбора может ока-
заться плохо обусловленной, и возможна суще-
ственная потеря точности. 

Метод Гаусса с выбором главного элемента 
по всей матрице допускает нарушение есте-
ственного порядка исключения неизвестных, 
что является его алгоритмическим преимуще-
ством. Для хорошо обусловленных систем, т. е. 
при расчете строительных конструкций с отно-
сительно плавным изменением жесткостей 
элементов, этот вариант метода Гаусса является 

вполне приемлемым. Однако помимо 32

3
n  дей-

ствий для его реализации необходимо провести 

еще 31

3
n  операций сравнения элементов, что 

может существенно замедлить процесс реше-
ния задачи на ЭВМ. 

Метод LU-разложения состоит из двух ос-
новных этапов и дает возможность проведения 

первого, наиболее ресурсоемкого этапа, без 
информации о правой части системы уравне-
ний. Таким образом, основную часть вычисле-
ний можно выполнить еще на этапе формиро-
вания конечно-элементной сетки, т. е. до пере-
хода к этапу нагружения системы. 

Метод Холецкого (реализован в программ-
ном комплексе Scad) справедлив для симмет-
ричных положительно определенных матриц 
коэффициентов, какими и являются матрицы 
жесткости C  (1). Метод гарантированно 
устойчив, а количество арифметических опера-

ций составляет примерно 31

3
n , что является его 

преимуществом по сравнению с методом Гаус-
са. 

Как правило, в научной и учебной литерату-
ре по строительной механике вектор неизвест-
ных метода перемещений предлагается отыски-
вать, преобразовав систему (1): 

 ,z LF  (2) 

где 1L C  – матрица податливости системы. 
Математическая корректность выражения 

(2) не вызывает сомнений. Однако, в своей ра-
боте авторы [3] указывают на то, что при про-
ведении численного эксперимента на ЭВМ вы-
числение обратных матриц оправдано только в 
том случае, если далее планируется анализ их 
свойств. Так, для обращения матрицы в систе-
ме уравнений (2) необходимо выполнить при-

мерно 32n  арифметических операций, что по-
чти в 3 раза больше по сравнению с методом 
Гаусса. Следовательно, вычисление вектора 
узловых перемещений через матрицу податли-
вости системы по соображениям скорости рас-
чета становится малопригодным. 

В нелинейных (пошаговых) расчетах вычис-
ление обратных матриц также не дает заметных 
преимуществ. Идея одноразового вычисления 
матрицы податливости и ее сохранение в памя-
ти компьютера для дальнейшего многократного 
использования, на первый взгляд, выглядит 
привлекательно, однако, как показывает опыт, 
LU-разложение матрицы жесткости системы 
позволяет вычислять вектор узловых переме-
щений столь же быстро, а предварительная ра-
бота на этапе разложения дает экономию вре-
мени примерно в 3 раза. 

Аналогично ситуация обстоит и с вычисле-
нием определителей матриц. Исследования по-
казывают, что основанные на их использовании 
алгоритмы оказываются крайне неэффектив-
ными, поэтому вычисление определителей уже 
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давно не является этапом современных вычис-
лительных алгоритмов [3]. 

Важным аспектом в реализации алгоритма 
расчета строительной конструкции является и 
тот факт, что ЭВМ оперирует с ограниченным 
набором рациональных чисел. Иррациональные 
числа, в том числе различные константы, ис-
пользуемые в научных расчетах (  , e  и пр.) – 
отсутствуют. Это ограничение приводит к то-
му, что множество чисел (перемещения, уси-
лия, напряжения) на ЭВМ могут быть пред-
ставлены только приближенно, с ошибкой 
округления. Тогда, вероятно, далеко не все ин-
тересующие расчетчика величины получат точ-
ные значения. 

Рассмотрим для примера простой случай. 
Пускай предполагается, что сечение балочного 
элемента конструкции по проекту должно быть 
прямоугольным с размерами 0,1b  , 1,0h  . 
Если считать эти числа точными (с математи-
ческой точки зрения – такими, абсолютная по-
грешность которых стремится к нулю), то пло-
щадь поперечного сечения составит 

0,1A bh  . Поскольку в компьютере реализо-
вана двоичная система счисления, то число 0,1 
согласно этой системы является бесконечной 
периодической дробью  2

0,1 0,000110011   

и представляется приближенно, в зависимости 
от установленной машинной точности. 

Отметим, что в большинстве современных 
программ по расчету строительных конструк-
ций отсутствуют средства для анализа точности 
решения. Поэтому развитие программных ин-
струментов, позволяющих вычислять абсолют-

ные и относительные погрешности величин, 
оценивать степень обусловленности системы, 
определять невязки за счет округления чисел 
является перспективной и актуальной задачей 
численного анализа строительных конструк-
ций. 
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ДО ПИТАННЯ ПРО ТОЧНІСТЬ РОЗРАХУНКІВ БУДІВЕЛЬНИХ 
КОНСТРУКЦІЙ 

В роботі розглянуто основні фактори, які призводять до появи похибок у розрахунках будівельних конс-
трукцій. Перелічено недоліки і переваги різних методів розрахунку лінійних алгебраїчних систем рівнянь. 
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TO THE QUESTION ON ACCURACY OF CALCULATION BUILDING 
CONSTRUCTIONS 

In the article major factors which lead to occurrence of errors in calculations of building designs are considered. 
Shortages and advantages of various methods of solution of linear algebraic sets of equations are enumerated. 
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