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Вопрос о продольных колебаниях системы сосредото­
ченных масс с упругими связями возникает в связи с м но­

гимн задачами техники, в частности, в связи с исследова­

нием динамических усилий в упряжных аппаратах поездов. 
Определение этих усилий имеет большое значение при nро­
ектировании подвижного состава. 

Вычисление усилий в упряжных аппаратах при устано-
~ вившихся режимах движения не представляет труда. Зна­
~ чительна сложнее вопрос об определении усилий в упряж-

{ 
ных аппаратах при неустановившихся режимах движения­

трогании с места, торможении, приложении дополнитель­

' ной силы тяги и т. п. 
Проф. Николай Егорович Жуковский наметил два пути 

решения этой задачи, принимая поезд за упругий стержень 
с грузом на конце и рассматривая поезд, как систему со­

средоточенных масс с упругими связями. 

Проф. В. А. Лазарян ИССJlедовал в своих работах усилия 
в упряжных аппаратах, nринимая поезд за упругий стор­
жень. 

В настоящей работе поезд рассматривается, как система 
сосредоточенных масс. 

Работа посвящена определению усилий, возникающих 
при продольных колебаниях в связях, соединяющих сосре­
доточенные массы. Рассмотрен случай упругих связей и 
случай связей упруго-вязких, т.е. таких, в которых кроме 
упругих сил действуют еще силы сопротивления взаимным 

перемещениям сосредоточенных масс, ~П<Шц~.QJ1~.li.R.U.~Ie их 

относительным с корост~-- __ "" .,. , 11 , l!; i'," ::: 'j ~· ,, v, " 1 
Рассмотрены ycили~f\.fJf,\PP..)ie~~t~'И~':Ъ~~1:Q~· tiМ9~" \силы, 

вн:запно приложенной t~~1Ш()~' ,Ц~~~~Jлi;Щq1 ' р;!; 'vy), при деиствин силы,,_произволt~mвовм-еи~ющеn~ц·.в~ .. ,~ .~iWни /f при 
у ;щ ре го.1овнои массы f> oct.a~b!IOAЦ!'Ifc'te_~~; - ~ ' .1 
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В работе произведено сравнение усилий, возникающих в 
упругих связях, которыми соединяются сосредоточенные 

массы с усилиями, возникающими в различных сечениях 

упругого стержня с грузом на конце при действии таких 
же сил, как указано выше, приложеиных к грузу. 

В первой г лаве рассматриваются продольные колебания 
системы масс с упругими связями, приче.>t одна масса- М 
(локомотив) отлична от остальн·~rх маСС'- m (вагонов). 
Предполагается, что к системе приложенз сила F (разность 
между касательной силой тяги Jiокомотива и сопротивлени­
ем его движению), которая при t ~о постоянна, а при t<o 
равна нулю. Составлена система диференциальных уравне­
J:IИЙ движения п + 1 точек в форме уравнений Лагранжа 
11 рода. Эта система преобразована в систему из n дифе­
ренциальных уравнений относительно искомых усилий в 
связях. 

Метод решения был избран символический. Система по­
л.ученвых _ура·внений, записанная символически, имеет та­
к-ой вид: · 

(02 + /,2(k + 1)]Tl -/,2Т2 == fkl-2 

- i.2T 1 + /0 2 + 21- 2]Т2 -1.2Т3 =О 

- i. 2T n-2+ (D2 + 2Л2)Т n-1- Л2Т n =О 

- Л2Т n--1 + (02 + 2/,2jT n +О (1) 
с 

Здесь /,2=-, где с- жесткость связей, т--масса точки, m . 
m 

k = М(отношение массы вагона к массе локомотива). 02Т 

обозначает символически вторую производную от T(t). 
Вековое уравнение имеет вид: 

а+ k - 1 - 1 О О ...... 0 О О 
-1 а-1 О 00 О 

О - 1 а-1 О О О 

о 
о 

О 00 -1а-1 
О О О 0-1 а 

и, если, раскрыть определитель, то его можно представить 

так: 

(3) 
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D2 
где буквой а обозначена величина Л2 + 2. 

Для определения 11<i> им~ет место 'такое рекуррентное 
соотношение: 

11(i) = 11(1)bli-1) - 11(i-2) (4) 

С помощью соотношения (4) можно, начиная с 11<1> =а 
последовательно получить все 11щ, т. е. левую часть ураn­
нения частот (3). 

При большом n раскрытие определителя и решение 
уравнения частот представляет rобой громоздкую задачу. 
Решение этой задачи можно упростить в связи с тем, что 
по.ТJиномы 11(i) представляют собой систему ортогональных 
полиномов Чебышева 11 рода: 

sin(i + 1 )arc cos х 

Vt-x2 
Ui = 

(5) 

Если положить а=2х во (2) и представить в явном виде 
полиномы u1 (5), то окажется в самом деле, что Ы1 > пре.!.­
ставляют систему полиномов (5). Для полиномов Чебышева 
(5) также справедливо рекуррентное соотношение, подоб­
ное (4). 

С помощью полиномов Чебышева уравнению частот (3) 
сразу можно придать удобную форму: 

sin(n + 1 )~- (1 - k)slnn~ =О (6) 

корни которого заключены в пределах п+l <~Р < п~t;) 
Решить такое уравнение не представляет особого труда, а 

D2 через ~ выражается так: D2p =-Л24siп2~2 
Рассмотрен случай, когда число точек n __. оо, а их 

массы m __.О при сохранении массы всей системы постоян­
ной n . т = const. 

В результате предельного перехода получено уравнение 

м 
(~n =j; cx=nm) (7) 

Такой вид имеет уравнение частот для стержня с грузом 
На I(ОНП('. 
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Показано, что частоты колебания рассматриnаемоА: си­

стемы сосредоточенных масс, равные vp = 2Л.sin ~2 , при до­
статочно большом n отличаются от частот продольных ко­
лебаний стержня на величину 111 порядка малости. 

Что касается усилий Т; (t), то они были определены с по­
мощью символического метода таким образом: из системы 

~, (D' 
алгебраических уравнений (1) определялись Т; (D)==~ 

где ~(D)-определитель системы (2), а ~; (D)-можно полу­
чить с помощью рекуррентного соотношения (4) и следую­
щей формулы: 

(8) 

Проще можно вычислить ~; с помощью полиномов 
Чебышева. 

~; == Fk).2n siп(n - l + 1)~ 
sin~ 

(9) 

Зная корни определителя ~(D), можно разложить его на 
~· (D) 

множителя, а Т1 == ~(D) представить в виде суммы рацио-

нальных дробей вида 02~~Р 2 • Отрицательная степень D 

определяется как операция, обратная диференцированию и 
для усилия в упругих связях при нулевых начальных ус­

ловиях получается соотношение: 

(10) 

В работе приведена формула для вычисления коэфици­
ентов А;р. 

Показано, что в результате предельного перехода при 
п ---> оо, m: ____,О и n.m = const для усилий имеет место такая 
же формула, как получил В. А. Лазарян в своих работах 
для упругого стержня с грузом на конце*). 

Далее, аналогичным образом, решалась задача об опре­
делении усилий в упруго-вязких связях системы сосредо­
точенных масс, т. е. была учтена сила сопротивления nза-

*) В. А. Лазарян. Исследование неустановившихся режимов движе­
ния поездов. Трансжелдориздат, 1949 г. 
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имным перемещениям точек, при чем она была принята 
пропорциональной 1 степени скорости взаимных перемеще­
ний. В этом случае система диференциальных уравнений 
относительно усилий в связях в символическом виде полу­
чается такая: 

T 1[D2 + D(k + 1)о + (k + 1)Л2] + Т2(- ~D- Л')= Fk),2 

Т1(- ~D- Л2) + T 2(D
2 + 2(~D + Л2)] + Т9(- oD- Л2) =О 

(11) 

Т n-1(- oD- 1. 2) + Т n [D2 + 2(oD + Л2)]=0, 

где о- коэфициент, характеризующий вяз.кость. 
Частоты в этом случае также можно выразить через 

корни уравнения (6) 
Показано, что частоты в случае связей упруго-вязких 

определяются из формулы 

Ьр ={vp 2_ Ci )2 (12) 

где Ур \-частота колебаний без сил сопротивления, а 

- 4 . 2 ~р . - Ур 2 rp- sш 2 или. rp -v 
Способом, аналогичным тому, который применялея для 

связей упругих,· получены формулы, с помощью которых 
определяются усилия в связях упруго-вязких 

1 
ар t[ Ь t ар . Ь 1 -е cos Р - Ьр sш Р t ] J (13) 

где 

В первой главе работы разобраны численные примеры. 
В тех случаях, когда головная масса М больше масс ваго­
нов m ни в одной связи усилия не превышают силу F, 
т. е. силу, приложеиную к головной массе. 

Характер изменения усилий для числа точек, равного 5, 
для 9 и для 14-одинаковый. Усилия во всех случаях воз­
растают и остаются некоторое время постоянными, а затем 
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убывают и далее вновь возрастают. Графики Т1 , Т2 , Т3 
сдвинуты последовательно вправо по оси времени, что и 

следовало ожидать, так как усилие в упругой связи возни­
кает тогда, когда волна натяжения, распространяясь вдоль 

сис1:емы, достигает рассматриваемой связи. По сдвигу ·гра­
фиков можно судить о скорости распространения волны 
натяжения, которая отличается весьма мало от скорости 

распространения упругой волны в стержне, так что для 
опреi1е.11ения скорости распространения волны натяжения в 

системе, состоящей только из пяти точек, можно ее (сис­
тему) заменить упругим стержнем. 

Произведенные вычисления позволяют сделать заклю­
чение, что для определения частот колебаний систему, 
состоящую из отдельных точек (даже при числе масс в 
системе равном 5) можно заменить упругим стержнем. 
Частота основного тона колебаний стержня в этом случае 
отличается от частоты основного тона. колебаний стержн'я 
на 3,1°/0 , а при числе масс в системе равном 9-эти частоты 
отличаются друг от друга на 1,1°/0 • 

Графики изменения усилий в упругих связях системы 
сосредоточенных масr по характеру не отличаются от гра­

фиков усилий в различных сечениях упругого стержня. 
Из приведеиных в работе таблиц и графиков видно, что 
максимальные усилия в упругих связях сосреДJ)точенных 

масс и в соответствующих сечениях упругого стержня сов­

падают, даже при числе масс равном пяти. 

В тех случаях, когда головная масса М-< m усилия в 
связях значительно выше, чем в т,·х случаях, когда М> rn 
и изменяются быстрее. 

Произведенные в работе вычисления усилий в связях 
упруго-вязких (рассмотрены два случая разных коэфиuиен­
тов вязкостиJ, показывают, что усилия в этих случаях не 
превышают силы F. Колебания усилий происходят вокруг 
значений последних при стационарном движении. Колебания 
затухают и действующие усилия становятся равными уси­
лиям при стационарном движении. 

В работе рассмотрен также продольный удар по системе 
точек с упругими и упруго-вязкими связями. При исследо­
вании продольного удара была использована теорема о 
связи реакции системы на единичную силу с реакцией сис­
темы на единичный импульс. Эту теорему можно форму­
лировать так: усилия, возникающие в рассматриваемой сис­
теме при ударе, равны произведению количества движения 
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ударяющего груза на nроизводвые по времени от усилий, 
полученных при действии, внезапно приложенной nостоян­
ной силы F, деленных на эту силу F. Таким образом, для 
определения усилий при ударе получаются простые фор­
мулы. Так, для связей упругих усилия при ударе можно 
вычислить по следующей формуле: 

n 

Sl. =-- --SiП'Ip t К}: Aip 
F . 11Р (14) 

p=l 

где К- количество движения ударяющегося груза. 

Анализ результатов показывает, что в случае продоль­
ного удара распространение усилий носит волновой харак­
тер. Усилие в первой связи, если полагать ее упругой, 
возрастает очень быстро от нуля nри t =О до величины 
близкой к величине усилия, которое возникает в месте со­
ударения упругого стержня с грузом. Затем усилие умень­
шается, меняет знак и снова начинает возрастать. 

В случае связей упруго-вязких в первой связи при 
t=O получается усилие отличное от нуля. Это происходит 
в силу того, что на процесс оказывает влияние сила сопро­

тивления взаимным перемещениям точек. В прочих связях 
усилия при t =О и некоторое время после этого момента 
(пока упругая волна не достигнет соответствующей связи) 
остаются рнвными нулю, затем возрастают и в дальнейшем 
изменение усилий носит характер затухающих колебаний. 

Сравнения полученных результатов с результатами, 
которые имеются в работах В. А. Лазаряна, позволяют 
заключить, что для исследования продольного удара можно 

систему, состоящую из конечного числа материальных 

точек, даже при пяти точках в системе, заменить стержнем. 

В работе вычислены усилия в упругих и упруго-вязких 
связях системы сосредоточенных масс, возникающие под 

действием постоянной силы, но полученные результаты 
могут быть использованы для определения усилий в 
связях упругих и упруго-вязких под действием силы, 
изменяющейся по любому заданному закону. Послед­
ние могут быть определены, если воспользоваться инте­
гралом Дюгамеля. 
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Так, усилия в упругих связях, под действием силы F (t) 
вычисляются из соотношения 

t r dт 
P(t) = JF(,;)(j";-(t- 1:)d,;, (15) 

о 

где Т (t)-есть усилия в упругих связях, возникающие под 
действием единичной силы (реакция системы на единичную 
силу). 

Для экспериментальной проверки полученных результа­
тов был произведен ряд опытов на моделях. На имеющейся 
в измерительной лаборатории Днепропетроuского института 
инженеров ж. д. транспорта механической модели были 
произведены опыты по соударению отдельного вагона с 

системой. Относительные перемещения вагонов при ударе 
фиксировались при помощи высокочастотной кинос'емки и 
цри помощи осциллографирования электрических импульсов 
от специального датчика. 

Кроме того, на установленной там же электрической 
модели (электроинтеграторе), были получены усилия, возни­
кающие при ударе массы по системе, 

Эксперименты хорошо подтверди.11и резуJ1ьтаты теоре­
тических исследований. 
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