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Аннотация. В статье выполнен анализ динамических потоков, когда 

единицы потока имеют индивидуальные свойства (неоднородности), а 

также учитывается  взаимодействие железнодорожных и автомобиль-

ных транспортных сетей. 
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Введение 
Çàäà÷à íàõîæäåíèÿ ìàêñèìàëüíûõ ïîòîêîâ â ñåòÿõ ÿâëÿåòñÿ 

îäíîé èç ôóíäàìåíòàëüíûõ â òåîðèè ãðàôîâ è êîìáèíàòîðíîé îïòè-

ìèçàöèè. Îíà èçó÷àåòñÿ íà ïðîòÿæåíèè ìíîãèõ ëåò, ÷òî îáóñëîâëåíî 

øèðîêèì ñïåêòðîì åå èñïîëüçîâàíèÿ âî ìíîãèõ ïðàêòè÷åñêèõ ïðè-

ëîæåíèÿõ, ñâÿçàííûõ ñ àíàëèçîì òðàíñïîðòíûõ ñèñòåì, ñèñòåì ìàòå-

ðèàëüíûõ ïîòîêîâ, âû÷èñëèòåëüíûõ è êîììóíèêàöèîííûõ ñåòåé, 

ýíåðãåòè÷åñêèõ è äð. [1, 2]. Êàê ïðàâèëî, â ýòèõ ïðèëîæåíèÿõ ðàñ-

ñìàòðèâàþòñÿ îäíîïðîäóêòîâûå ïîòîêè, êîòîðûå íå ó÷èòûâàþò èíäè-

âèäóàëüíûå ñâîéñòâà (íåîäíîðîäíîñòè) åäèíèö ïîòîêà è äèíàìè÷å-

ñêèé õàðàêòåð ïîòîêîâ. Ó÷åò èíäèâèäóàëüíûõ ñâîéñòâ è âðåìåíè ÿâ-

ëÿåòñÿ åùå áîëåå àêòóàëüíûì ïðè ïëàíèðîâàíèè ïîòîêîâ â íåîäíî-

ðîäíûõ òðàíñïîðòíûõ ñåòÿõ. Èññëåäîâàíèå óêàçàííûõ îñîáåííîñòåé 

ìîäåëåé ïîòîêîâ ÿâëÿåòñÿ öåëüþ äàííîé ñòàòüè. 

Ìîäåëèðîâàíèå ïðîöåññîâ óïðàâëåíèÿ òðàíñïîðòíûìè ïîòîêàìè 

Óïðàâëåíèå òðàíñïîðòíûìè íåîäíîðîäíûìè ïîòîêàìè ÿâëÿåòñÿ 

âàæíåéøåé ñîâðåìåííîé ëîãèñòè÷åñêîé çàäà÷åé. Ïðè ýòîì òðàäèöè-

îííî â ëèòåðàòóðå [1,2] ðàññìàòðèâàåòñÿ íåñêîëüêî îñíîâíûõ ïîñòà-

íîâîê çàäà÷ î ïîòîêàõ â ñåòÿõ, â êîòîðûõ ó÷èòûâàåòñÿ íåîäíîðîä-

íîñòü ýëåìåíòîâ. Ïðåæäå âñåãî, ýòî îäíîïðîäóêòîâûå (êîãäà ïîòîê â 

äóãàõ ñîîòâåòñòâóåò ïîòîêó íåêîòîðîãî îäíîðîäíîãî ïðîäóêòà), ê íèì 

îòíîñèòñÿ ñòàíäàðòíàÿ òðàíñïîðòíàÿ çàäà÷à, ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü 

êîòîðîé èìååò âèä: 
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ïðè óñëîâèè, ÷òî 

 

 
 

À òàêæå ìíîãîïðîäóêòîâûå ìîäåëè ïîòîêîâûõ çàäà÷, êîòîðûå 

îáîáùàþòñÿ â ôîðìå çàäà÷ î ïåðåâîçêàõ [1,2].  

Ýòè çàäà÷è íå ó÷èòûâàþò äâóõ ñóùåñòâåííûõ àñïåêòîâ: äèíà-

ìè÷åñêèé õàðàêòåð ïîòîêîâ, à òàêæå âîïðîñû âçàèìîäåéñòâèÿ ïîòî-

êîâ (íåñêîëüêî âèäîâ òðàíñïîðòà). Óêàçàííûå âûøå ïîñòàíîâêè çàäà÷ 

ñòàöèîíàðíû. Â íèõ íå ó÷èòûâàåòñÿ âðåìÿ íà ïåðåìåùåíèå ïîòîêà èç 

ïóíêòà  â ïóíêò . Îò âðåìåíè ìîãóò çàâèñåòü êàê ñïðîñ, òàê è ïðåä-

ëîæåíèÿ ïî ïåðåâîçêàì, à òàêæå ïðîïóñêíûå ñïîñîáíîñòè ó÷àñòêîâ 

ïóòè è äð. Âìåñòå ñ òåì ó÷åò âðåìåííîãî ôàêòîðà î÷åíü âàæåí. Íà-

ïðèìåð, åñëè ïåðåâîçÿòñÿ ñêîðîïîðòÿùèåñÿ ïðîäóêòû, èëè â íåêîòî-

ðûå ìîìåíòû âðåìåíè íåò ïóòåé ñîîáùåíèÿ ìåæäó íåêîòîðûìè ïóíê-

òàìè ïåðåâîçîê. Èç-çà ýòèõ ôàêòîðîâ íóæíî ðàññìàòðèâàòü óïðàâëå-

íèå òðàíñïîðòíûìè ïîòîêàìè â äèíàìèêå (ôîðìèðîâàòü ìîäåëè ïðî-

öåññîâ â çàâèñèìîñòè îò âðåìåíè). 

Äèíàìè÷åñêàÿ ïîòîêîâàÿ çàäà÷à  

î âçàèìîäåéñòâèè âèäîâ òðàíñïîðòà 

Ïðîöåññ ïëàíèðîâàíèÿ ïàññàæèðîïîòîêîâ ñ ïåðåñàäêàìè, ñ îä-

íîãî âèäà òðàíñïîðòà íà äðóãîé, â òðàíñïîðòíûõ ñåòÿõ óñëîæíåí íå-

ðàâíîìåðíîñòüþ ïàññàæèðîïîòîêîâ âî âðåìåíè è ïðîñòðàíñòâå. Äëÿ 

ðåàëèçàöèè ýòîãî íóæíî ïðîâåäåíèå èññëåäîâàíèé çàãðóçêè èíôðà-

ñòðóêòóðû æåëåçíîäîðîæíûõ âîêçàëîâ, àâòîáóñíûõ ñòàíöèé, àýðî-

ïîðòîâ è ò.ä., ïðè èçìåíåíèÿõ ðàçìåðîâ äâèæåíèÿ ïàññàæèðîâ. Ïðè 

ïëàíèðîâàíèè íåîáõîäèìî ïðåäâàðèòåëüíî îïðåäåëèòü ñòàíöèè ïåðå-

ñàäêè ïàññàæèðîïîòîêîâ ñ îäíîãî âèäà òðàíñïîðòà íà äðóãîé, äëÿ êî-

òîðûõ ñëåäóåò ïðåäóñìîòðåòü óâÿçêó âðåìåíè ïðèáûòèÿ è îòïðàâëå-

íèÿ â ãðàôèêå äâèæåíèÿ. Â ìàòåìàòè÷åñêîì ñìûñëå çäåñü âîçíèêàåò 

çàäà÷à îïòèìèçàöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ïîòîêîâ â ìíîãîïðîäóêòîâûõ ñå-

òÿõ [3]. Âìåñòå ñ ýòèì â ðàáîòå ïðåäëîæåíà îáîáùåííàÿ ìîäåëü ïëà-
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íèðîâàíèÿ ïîåçäîê ñ ïåðåñàäêàìè, êîòîðàÿ ó÷èòûâàåò íåîäíîðîäíîñòü 

òðåáîâàíèé ïàññàæèðîâ ê ïðîöåññó ïåðåâîçîâ. 

Ó÷åò òðåáîâàíèé ïàññàæèðîâ, èõ íåîäíîðîäíîñòü, ñóùåñòâåííî 

èçìåíÿåò ñîäåðæàíèå è ñëîæíîñòü çàäàíèé ïëàíèðîâàíèÿ. Â ýòèõ 

ñëó÷àÿõ âîçíèêàþò ìîäåëè ïëàíèðîâàíèÿ ñ èíäèâèäóàëüíûìè ñâîéñò-

âàìè ýëåìåíòîâ [4,5]. Ñóùíîñòü ñïåöèàëèçàöèè òðåáîâàíèé ïàññàæè-

ðîâ çàêëþ÷àåòñÿ â ó÷åòå êàòåãîðèé ïàññàæèðîâ (ðàçíûå âèäû òðàíñ-

ïîðòà). Ðåøåíèå îïòèìèçàöèîííûõ çàäà÷, ñ ó÷åòîì èíäèâèäóàëüíûõ 

ñâîéñòâ, âûïîëíÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ ìåòîäà ðåäóêöèè – ïóòåì óâåëè÷å-

íèÿ êîëè÷åñòâî ñîñòîÿíèé ìîäåëè ïëàíèðîâàíèÿ.   

Ðàññìîòðèì ìàòåìàòè÷åñêóþ ìîäåëü äèíàìè÷åñêîé ïîòîêîâîé 

çàäà÷è ñ ïåðåñàäêàìè. Èìååì òðàíñïîðòíóþ ñåòü â âèäå îðèåíòèðî-

âàííîãî ãðàôà ),( AEG . Âåëè÷èíà èíòåíñèâíîñòè ïàññàæèðîïîòîêà, çà-

âèñÿùåãî îò âðåìåíè, äëÿ êàæäîãî âèäà òðàíñïîðòà k , äëÿ êàæäîãî 

−r òîãî íàïðàâëåíèÿ, êîòîðûé íàïðàâëÿåòñÿ ñ èñòî÷íèêà rs  ê ñòîêó 
rt , èçâåñòíà è ðàâíÿåòñÿ rkf ( )t . Îáîçíà÷èì, ÷åðåç rk

ijx ( )t -ïîòîê ïî äóãå 

ijA , êîòîðûé îòâå÷àåò ÷èñëó ïàññàæèðîâ, êîòîðûå íàïðàâëÿþòñÿ èç 

ïóíêòà i  â ïóíêò j , r -ì íàïðàâëåíèåì äâèæåíèÿ â k -òîì âèäå òðàíñ-

ïîðòà è â t   - é ìîìåíò âðåìåíè, òàêæå ïóñòü rk
ijc ( )t  - ýòî ñòîèìîñòü 

ïåðåâîçêè åäèíèöû ïîòîêà (ïàññàæèðà) èç ïóíêòà i  â ïóíêò j , çàâè-

ñÿùàÿ îò âðåìåíè, äëÿ r -òîãî íàïðàâëåíèÿ äâèæåíèÿ è k - òîãî âèäà 

òðàíñïîðòà, â êîòîðóþ âõîäèò è ñòîèìîñòü çà ïåðåñàäêó äëÿ íåêîòî-

ðûõ ïóíêòîâ. Òîãäà ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ïëàíèðîâàíèÿ ñ ó÷åòîì 

íåîäíîðîäíîñòè ýëåìåíòîâ ïîòîêà áóäåò èìåòü âèä: 

min)()( →∑∑∑∑∑
i j

rk
ij

rk
ij

r kt

txtc      (1) 

ïðè îãðàíè÷åíèÿõ: 
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j
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Â ýòîé ìîäåëè k
ijU ( )t  ýòî ïðîïóñêíàÿ ñïîñîáíîñòü ðåáðà, òî åñòü 

÷èñëî ìåñò â ïàññàæèðñêîì òðàíñïîðòå, êîòîðûå íàïðàâëÿþòñÿ ñ 

ïóíêòà i  ê ïóíêòó j  â, k - òîì âèäå òðàíñïîðòà è â t -é ìîìåíò âðåìå-

íè. 

Â ýòîé ìîäåëè, â îòëè÷èå îò ìîäåëè,  ðàññìîòðåííîé â [5], ïîÿ-

âèëñÿ ïàðàìåòð t , êîòîðûé â ýòîì ñëó÷àå îáîçíà÷àåò, ìîìåíòû âðåìå-

íè (÷àñû, äíè, íåäåëè è ò.ä.). Èç-çà ýòîãî ýòó ïîñòàíîâêó çàäà÷è ìîæ-

íî ðàññìàòðèâàòü, êàê çàäà÷ó ïëàíèðîâàíèÿ ïåðåâîçîê. Òàêæå â ýòîé 

ìîäåëè îò âðåìåíè ìîæåò çàâèñåòü ïàðàìåòð r , òî åñòü âèäû íàïðàâ-

ëåíèé äâèæåíèÿ ìîãóò èçìåíÿòüñÿ â çàâèñèìîñòè îò âðåìåíè (çàêðû-

òèå ó÷àñòêîâ äâèæåíèÿ; âîçíèêíîâåíèå íîâûõ íàïðàâëåíèé â ëåòíèé 

ïåðèîä îòïóñêîâ è ò.ä.). Åñëè â ýòó ìîäåëü åùå ââåñòè âðåìÿ ïåðå-

äâèæåíèÿ îò ïóíêòà i  ê ïóíêò j , òî åå ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê 

ìíîãîêðèòåðèàëüíóþ ñî âòîðûì êðèòåðèåì – ìèíèìàëüíûì âðåìåíåì 

ïåðåäâèæåíèÿ. 

Ðåàëèçàöèÿ äèíàìè÷åñêîé ïîòîêîâîé çàäà÷è ñ ïåðåñàäêàìè 

Ðàññìîòðåíà òðàíñïîðòíàÿ ñåòü ñ ãðàôîì ðèñ. 1, ãäå ïî r  - òûì 

íàïðàâëåíèÿì ïåðåäâèãàþòñÿ ïàññàæèðû, êîòîðûå íóæäàþòüñÿ â 

óñëóãàõ äâóõ âèäîâ òðàíñïîðòà: ïîåçäà, àâòîáóñû.  

 
çàäàííûé −r é ïîòîê ïàññàæèðîâ 

âàðèàíò ïåðåäâèæåíèÿ −r òîãî ïîòîêà ïàññàæèðîâ 

äóãà ãðàôà 

Ðèñóíîê 1 - Ëîãè÷åñêèé ãðàô òðàíñïîðòíûõ ñåòåé 

 

Äëÿ êàæäîé äóãè ãðàôà èçâåñòíû ïðîïóñêíûå ñïîñîáíîñòè ïî 

êàæäîìó âèäó òðàíñïîðòà: 
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Ïðîïóñêíûå ñïîñîáíîñòè ijU  äóã ijX  ïî âèäàì òðàíñïî-

ðòà 

 
12X  

15X  
24X  

37X  
45X  

56X  
67X  

Ïîåçä 1 4 7 3 7 7 8 

Àâòîáóñ 3 3 7 3 6 6 8 

 

Èçâåñòíû ñòîèìîñòè ïåðåâîçêè åäèíè÷íîãî ýëåìåíòà ïîòîêà 

(ïàññàæèðà) ïî âèäàì òðàíñïîðòà, à òàêæå èíòåíñèâíîñòè ïàññàæèðî-

ïîòîêîâ.  

 

Ñòîèìîñòè ïåðåâîçêè ijC  åäèíèöû ïîòîêà ïî äóãàõ ijX  

 
12X  

15X  
24X  

37X  
45X  

56X  
67X  

Ïîåçä 100 130 50 120 110 60 70 

Àâòîáóñ 50 34 36 78 80 30 55 

 

Äëÿ ðåøåíèÿ ïîñòàâëåííîé çàäà÷è èñïîëüçîâàëèñü ìåòîäû ëè-

íåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, ïîñëå èñïîëüçîâàíèÿ ïðîöåäóðû ðåäóê-

öèè. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå õàðàêòåðèñòèêè ïàññàæèðî-

ïîòîêîâ ïî íàïðàâëåíèÿì: 

Ïàññàæèðîïîòîê ïî íàïðàâëåíèÿì (ïîåçä) 

Õ12 Õ12-Õ24-Õ45 Õ15 Õ45 Õ37 Õ45-Õ56-Õ67 Õ67 
0 0 0 0 0 0 0 

 

Ïàññàæèðîïîòîê ïî íàïðàâëåíèÿì (àâòîáóñ) 

Õ12 Õ12-Õ24-Õ45 Õ15 Õ45 Õ37 Õ45-Õ56-Õ67 Õ67 
3 0 4 1 2 2 3 

 

Ðåøåíèå çàäà÷è âûïîëíåíî ìåòîäîì ðåäóêöèè [4, 5]. Îáùàÿ 

ìèíèìàëüíàÿ ñòîèìîñòü ïåðåâîçêè ïàññàæèðîâ ðàçíûõ êàòåãîðèé 

èìååò çíà÷åíèå: 1017 ó.å. Ðåçóëüòàòû ïîêàçûâàþò, ÷òî ïðîèçîøëî 

ðàçäåëåíèå ïîòîêà ïî êàòåãîðèÿì ïàññàæèðîâ. Ýòî îáúÿñíÿåòñÿ òåì, 

÷òî ñòîèìîñòü ïåðåâîçêè ïàññàæèðîâ íà àâòîáóñå ìåíüøå, ïî âñåì íà-

ïðàâëåíèÿì èñïîëüçîâàí òîëüêî àâòîòðàíñïîðò. 

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà ïî íàïðàâëåíèþ 2r =  (ó÷àñòîê ïóòè 

èç ïóíêòà 1 â ïóíêò 5 ãðàôà ñåòè ðèñ. 1) íåò àâòîòðàíñïîðòà, à ïðîïó-
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ñêíàÿ ñïîñîáíîñòü äóãè 15X  ðàâíÿåòñÿ 2. Ïðè ýòîì ðåøåíèå çàäà÷è 

áóäåò ñëåäóþùèì: 

 

Ïàññàæèðîïîòîê ïî íàïðàâëåíèÿì (ïîåçä) 

Õ12 Õ12-Õ24-Õ45 Õ15 Õ45 Õ37 Õ45-Õ56-Õ67 Õ67 
0 1 2 0 0 0 0 

 

Ïàññàæèðîïîòîê ïî íàïðàâëåíèÿì (àâòîáóñ) 

Õ12 Õ12-Õ24-Õ45 Õ15 Õ45 Õ37 Õ45-Õ56-Õ67 Õ67 
3 1 0 1 2 2 3 

 

Îáùàÿ ìèíèìàëüíàÿ ñòîèìîñòü ïåðåâîçêè ïàññàæèðîâ ðàçíûõ 

êàòåãîðèé èìååò çíà÷åíèå: 1523 ó.å. Ñðàâíåíèå ðåçóëüòàòîâ ðàñ÷åòîâ 

ïîêàçûâàåò, ÷òî äèíàìè÷åñêîå èçìåíåíèå õàðàêòåðèñòèê ñåòè ïðèâî-

äèò ê èçìåíåíèþ ðàñïðåäåëåíèþ ïàññàæèðîïîòîêà ïî íàïðàâëåíèÿì è 

âèäàì òðàíñïîðòà.  

Ðåçóëüòàòû äèíàìè÷åñêîãî ïëàíèðîâàíèÿ ïàññàæèðîïîòîêîâ ñ 

ó÷åòîì ïåðåñàäîê íà ðàçëè÷íûå âèäû òðàíñïîðòà ñîãëàñíî ìîäåëè (1) 

- (5), ó÷èòûâàþùåé  îãðàíè÷åíèÿ ïî ïðîïóñêíîé ñïîñîáíîñòè äëÿ 

ðàçíûõ âèäîâ òðàíñïîðòà, ïîêàçàëè âîçìîæíîñòü ðàçäåëåíèÿ ïîòîêà, 

ñâÿçàííóþ ñ íàëè÷èåì ðàçíûõ êàòåãîðèé ïàññàæèðîâ. Íà îñíîâå ðàñ-

÷åòîâ âîçìîæíî ïëàíèðîâàíèå ìàðøðóòîâ ïåðåäâèæåíèÿ íåîäíîðîä-

íûõ ïîòîêîâ â çàâèñèìîñòè îò ïàðàìåòðîâ òðàíñïîðòíûõ ñèñòåì. 

Âûâîäû 

Ïîêàçàíî, ÷òî ïðîáëåìà îïòèìèçàöèè äèíàìè÷åñêèõ íåîäíî-

ðîäíûõ ïîòîêîâ îáîáùàåò èçâåñòíûå ïîäõîäû ïëàíèðîâàíèÿ. Ïðåä-

ëîæåíà óñîâåðøåíñòâîâàííàÿ ìîäåëü äèíàìè÷åñêîãî îïòèìàëüíîãî 

ïëàíèðîâàíèÿ ïîåçäîê ñ ïåðåñàäêàìè ñ îäíîãî âèäà òðàíñïîðòà (æå-

ëåçíîäîðîæíîãî) íà äðóãîé âèä òðàíñïîðòà (àâòîáóñû). Ïðîöåäóðû 

ðåäóêöèè ïîçâîëÿþò ïðèìåíèòü ìåòîäû ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâà-

íèÿ äëÿ ýôôåêòèâíîé ÷èñëåííîé ðåàëèçàöèè äèíàìè÷åñêèõ çàäàíèé 

ïëàíèðîâàíèÿ ïîåçäîê â íåîäíîðîäíûõ òðàíñïîðòíûõ ñåòÿõ.  
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