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ВСТУП                     

Розвиток і досягнення науки в теоретичних і прикладних галузях 
інформатики, розробка нових технологій переробки інформації (ме-
режі передачі даних, розподіл інформаційних ресурсів, тощо), існу-
вання широкого спектру мов програмування (Java, C#, C++, Prolog, 
Turbo Pascal Pithon, SQL) з різними ідеологіями представлення пред-
метних областей, вимагають від розробників глибоких знань сфери 
інформаційних систем. 

Сучасний фахівець із програмної інженерії повинен володіти різ-
номанітними знаннями з багатьох наук (дивися «Рекомендации по 
преподаванию програмной инженерии, информатики в университе-
тах» www.intuit.ru Москва, 2007; в подальшому -  «Положення»). В 
першу чергу - це математична логіка, теорії класичних та конструк-
тивних множин, відношень, автоматів, алгоритмів і багато іншого. 

Метою написання посібника є розвиток навичок володіння мате-
матичним інструментарієм, необхідних для структуризації предмет-
них областей і створення конструктивних об’єктів, а також їх 
застосування при моделюванні завдань програмної інженерії. 

Викладання матеріалу першої частини починається з попередніх 
математичних відомостей, розгляду та застосування формальних 
конструктивних граматичних і абстрактних структур та їх застосу-
вання. Також у першому розділі розглянуто елементи дискретної ма-
тематики: формалізми та формальні системи, логічні системи, 
класичні та конструктивні множини, деякі питання відношень, графи 
і автомати. 

В другу частину включені розділи алгоритмічних структур, мето-
ди виміру і оцінки алгоритмів, прикладні питання трансляторів, тео-
рії графів, мереж Петрі. 

Комп’ютерна математика є складовою програмування, містить та-
кі дисципліни, як теорії формальних граматик, автоматів, графів та 
алгоритмів, необхідних для набуття навичок розробки і програм. Та-
кож у першому розділі розглянуто елементи дискретної математики: 
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формалізми та формальні системи, логічні системи, класичні та конс-
труктивні множини, деякі питання відношень, графів і автоматів. 

У прикладних завданнях програмної інженерії важливим є конс-
труювання штучних об’єктів (розробка алгоритмів, програм), а також 
їх дослідження. У наступному розділі посібника розглядаються інші 
складні математичні об’єкти: автомати, алгебри, формальні структу-
ри. Алгебри призначені для дослідження операцій з елементами, на 
яких вони визначені. В роботі розглянуті класичні алгебри і частково 
системи конструктивних алгебр Глушкова. 

Через те що, за межами визначення алгебраїчних структур, алгеб-
раїчних систем та систем алгоритмічних алгебр знаходяться правила 
виконання операцій сигнатур і аксіоми застосування цих правил, для 
„повноцінного” дослідження мов і мовних конструкцій необхідно за-
стосовувати різні математичні розділи: теорію формальних систем та 
алгебр.  

В посібнику представлено математичний об’єкт формальна стру-
ктура, в межах якої для заданої предметної області можливо створю-
вати мовні, алгоритмічні та інші конструкції, а також проводити їх 
дослідження. 

Посібник написаний за матеріалами лекцій, які читалися в різний 
час студентам (програмістам, прикладним математикам, кібернети-
кам) на факультеті технічної кібернетики Дніпропетровського націо-
нального університету залізничного транспорту імені академіка 
В.Лазаряна. 

Доведення тверджень виділені символами ⊳ – початок і ⊲  – заве-
ршення доведення. В тексті смислові нововведення виділені курси-
вом. 

Як правило, підрозділи підручника завершуються задачами та 
вправами. Для зручності кожен розділ посібника супроводжується 
списком літератури, кожна частина має додатки з прикладами вирі-
шення завдань. 

Посібник в основному призначений для студентів, які навчаються 
за фахом інженерія програмного забезпечення, але його матеріали 
можуть використовуватися студентами і викладачами інших напрям-
ків інформаційної галузі. 

Автори висловлюють щиру подяку колективу кафедри 
«Комп’ютерні інформаційні технології» за постійну увагу і підтрим-
ку цієї роботи. 
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Розділ 1.  
Завдання програмної інженерії. Формальний 
інструментарій 

Розділ присвячений початковим відомостям з теорії формальних 
систем необхідним для подальшого викладення та моделювання еле-
ментів програмної інженерії. Розглянуто і наведено поняття питань: 
формалізм, формальна система, формальна структура, висловлю-
вання, логічні числення, числення предикатів, логічні перетворення. 

1.1.  Мета розділу 

Як відомо набуття людством знань відбувається поступово. Це 
стосується і наукових напрямків діяльності людини. Наприклад, ма-
тематика бере початок від природних систем числення, геометрії, 
платонівських класифікацій, логіки Аристотеля, вводяться елементи 
множин. При чому вважалося, що математична будівля «міцна і не-
похитна» доти поки в рамках теорії множин не були виявлені парадо-
кси. (Відносно різних парадоксів і проблем розвитку математики 
дивися, наприклад, розділ «Основи математики» роботи С. Кліні [3]). 
Для підкріплення фундаменту математики була створена теорія ма-
тематичної логіки [5, 6], для якої в свою чергу «сконструйована» тео-
рія формальних систем. Формальні системи [7, 8] є зручним 
інструментом при відтворені деяких теорій в штучних системах та-
ких, як теорія формальних граматик, теорія алгоритмів, автоматів і 
інших, які є основним інструментарієм прикладної науки «Програмна 
інженерія». Тому цей розділ присвячений початковим відомостям не-
обхідним для подальшого викладення та моделювання елементів 
програмної інженерії. 
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Отже метою розділу є наведення елементів формальних теорій: 
логіки висловлювань, числення висловлювань і предикатів, як основи 
інструментарію програмної інженерії. 

1.2.  Задачі програмної інженерії 

Програмна інженерія розділ людських знань і прикладної методо-
логії розробки та створення штучних об’єктів і систем, незавершена у 
своєму формуванні та визначені. Визначення програмної інженерії 
досить різноманітні. Для нас більш прийнятним є визначення наведе-
не у «Положеннях», яке виглядає так. 

Визначення 1.1. Програмна інженерія є такою формою інженерії, 
яка застосовує принципи інформатики і математики для отримання 
рентабельних рішень програмного забезпечення. 

Причому під «рентабельністю рішень» розуміється оцінка і аналіз 
станів життєвого циклу програмного забезпечення: специфікації, 
проектування, розробки та еволюції і ін. 

Програмна інженерія розв’язує задачі  
– дискретної природи,  
– інтегрує концепції математики і інформатики з інженерними 
підходами до відтворення матеріальних цінностей, 

– розробки системних моделей, 
– розробки надійних методів створення якісного програмного за-
безпечення. 

Таким чином, розглянуті у визначенні 1.1 математичні принципи 
програмної інженерії охоплюються, в цьому посібникові, наступною 
схемою (рис. 1.1). 

1.3. Елементи формалізмів 

В процесі набуття знань людина використовує ті чи інші узагаль-
нення об’єктів через позначки, тобто вводе формальні позначення 
предметів, подій, явищ тощо. Цей прийом має перевагу в тому, що 
дозволяє розглядати пізнавальну проблему як формалізовану уза-
гальнену та без несуттєвих конкретних подробиць і досліджувати її 
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за законами формальних теорій. В подальшому будуть розглянуті 
деякі формалізми конструктивної математики. 

Рис. 1.1. Математичні принципи програмної інженерії 

1.3.1. Загальні поняття 

Розглянемо не формальний приклад запису. «На деякій лінії пев-
ної довжини побудовано квадрат, до суміжних сторін якого добудо-
вано два однакові прямокутники так, що одна із сторін кожного 
прямокутника співпадає зі стороною квадрату, а кожна з інших їх 
сторін має за довжину число 5, і загальна площа побудованої фігури є 
число 39». Зрозуміло, що з’ясувати змістовну суттєвість цього запису 
зразу не просто. Але, якщо прийняти довжину лінії за x, тоді для 
площі геометричної фігури отримаємо формальну форму запису, за-
пропонованого ще Ал-Хорезмі [2] 

2 10 39x x+ =  (1.1) 

В залежності від змісту запис (1.1) можливо назвати рівнянням, 
формулою, ліву його частину – виразом (термом). Відомо, що фор-
мальне позначення може бути константою , якщо його значення не 
змінне, тобто є конкретне значення 10a = , 39b =  або змінним зна-

 Програмна інженерія 

Формальні системи 

Відношення 

Формальні 
логіки Множини 

Предикати 

Алгебри і структури 

Графи 

Автомати 
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ченням в протилежному випадку – так позначення x є змінною вели-
чиною. Можливо переписати вираз (1.1) в загальному формальному 
вигляді 

2x ax b+ =  (1.2)

Введення знаків, крім скорочення записів, дозволяє формалізувати 
властивості дій, формалізувати алгебраїчні перетворення. Наприклад, 
замість твердження «від зміни місць множників їх добуток не зміню-
ється» можливо формально записати x y y x⋅ = ⋅  або формалізувати 

правила перетворення виразу 2( )x y+  

2( ) ( )( ) ( ) ( )x y x y x y x x y y x y+ = + + = + + + =  
2 2 2 22x xy yx y x xy y= + + + = + +  

Слід звернути увагу на те, що в виразі добутку знак множення ( )⋅ , 
як правило не пишеться, але є ще одна дія ⊠  – конкатенація [1], за 
якою до одного об’єкту послідовно приписується інший об’єкт, у ви-
разі з якою знак ⊠  не пишеться, тобто x y xy=⊠ . Проблема розпі-
знання об’єкту xy розв’язується змістовно. Результат дії конкатенації 
звуть ланцюжком, словом, лексемою, ім’ям та інше. Так, якщо ввести 
у розгляд скінчену сукупність об’єктів-позначок, яку за звичаєм на-
звемо алфавітом і позначимо його буквою A, тоді дія конкатенації 
над алфавітом створить сукупність формальних ланцюжків *A . Су-
купність ланцюжків (включаючи і порожній ланцюжок) *A  зветься 
вільною формальною мовою. Очевидно, для дії конкатенації мають 
місце формули x y y x≠⊠ ⊠ , ( ) ( )x y z x y z=⊠ ⊠ ⊠ ⊠ . 

1.3.2.  Формальні системи 

На заданих вільних формальних мовах можна побудувати більш 
складні формалізми, наприклад, формальні системи [1, 4]. Конструк-
тивно такі системи можливо створити за наступною схемою: 

1) на заданому алфавіті будується формальна мова; 
2) в цій мові виділяється набір ланцюжків (формул), яка при-

ймається за аксіоми (початок виводу); 
3) задаються формальні правила виводу, за допомогою яких 

виводяться (конструюються) ланцюжки (формули) і інше. 
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Нехай задано алфавіт A, над яким побудована формальна мова 
*A , далі припустимо, що Λ  аксіоми в ній і P  – задана сукупність 

правил виводу з аксіом Λ , тоді формальну систему над алфавітом A 
визначимо як 

Визначення 1.2.  Формальною системою AS  над алфавітом A на-

звемо упорядковану четвірку 
*, , ,A A A P= ΛS . 

Для опису складових формальної системи завжди використовуєть-
ся зрозуміла людині спеціальна мова. Така зовнішня по відношенню 
до системи мова зветься  метамовою або мовою дослідника [3]. Ме-
тамовою може бути звичайна людська мова або формалізована (шту-
чна) мова, створена людиною. Наприклад, в нашому випадку, 
посібник написаний на українській мові, тому метамовою є українсь-
ка мова. А дослідження формальних систем виконуються за допомо-
гою формальних предметних мов. Так, для нашого випадку, до 
предметної мови включено: алфавіти, ланцюжки, аксіоми, правила 
виводу, тощо. 

Аксіоми формальної системи можуть бути безпосередньо ланцю-
жками з сукупності *A , що визначається за певними правилами. Для 
розпізнання аксіом будемо позначати їх грецькою буквою σ  або 

1 2, ,σ σ …. Форма запису правил P  може бути будь якою, наприклад, 
типу синтаксичних діаграм або діаграм Бекуса-Наура як в програму-
ванні, або канонічними системами Поста [7] та інше. Але частіше ми 
будемо користуватися більш компактною формою заміщень (опера-
ція підстановки) x y→ , яка читається «якщо x, тоді y» або так «y  
виводиться з x», або «x заміщується y». Завжди будемо вважати, 
що сукупність правил виводу P  є скінченою, тобто складається з скі-
нченої кількості правил.  

Визначення 1.3. Ланцюжок зветься виведеним з аксіом  Λ  форма-
льної системи, якщо існує послідовність правил (виводів), у тому чи-
сли однакових, за якою він виводиться при застосуванні цих правил. 

Так, наприклад, вивід ланцюжка 1 2 3x a a a=  з аксіоми σ  за допомо-
гою правил: 1 1:p aσ → ,  2 1 1 2:p a a a→ ,  3 2 2 3:p a a a→ ; записується у 

вигляді 31 2
1 1 2 1 2 3

pp pa a a a a aσ → → → . Цей вивід можливо пред-
ставити також через вивід в системі Поста (числення Поста ). 

Припустимо, що задана сукупність змінних X  (змінних об’єктів) і 
скінчений алфавіт A, при чому позначення об’єктів алфавіту A і 
змінних різні. На цих сукупностях створимо наступні дві конструкції. 
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Терм – це будь який ланцюжок (формула) t  побудований за допо-
могою конкатенації або інших операцій над об’єктами сукупностей  
A і X . 

Схема – це конструкція з термів 1 2, , , , it t t t… ; ( 0)i ≥ , яка запису-
ється у вигляді 

1 2, , , i
i

t t t
C

t
= …

. 

тут терми 1 2, , , it t t…  – є  посиланнями, а t  – є висновком схеми. 
Схема без посилань зветься  аксіомою. 
Канонічну систему Поста утворює упорядкована четвірка 
, , ,A X CΛ , в якій Λ  - система аксіом утворених на словах алфавіту 

A (схеми без посилань), C  - скінчена  сукупність схем iC . 
Зрозуміло, що канонічна система утворює формальну систему BS , 

якщо алфавіт B  є сукупність алфавітів A та X  і *B  – формальна мо-
ва над B . 

Кожна з схем iC  сукупності C  задає вивід терму t  за зв’язаною 
скінченою послідовністю формул 1 2, , , it t t… , в якій it t= , а 

, 1,2, , 1jt j i= −…  – або аксіома, або одне з правил (схеми) виводу 

формальної системи S , або їх наслідок. 
Для вище розглянутого прикладу схема виводу в системі Поста 

має вигляд 

1 2 3, , ,p p p

x

σ
, 

де терм x є наслідок застосування схеми (правила)  

2 2 3
3

2 3

,
:
a a a

p
a a

 

до результату застосування схем 

1
1

1

,
:

a
p

a

σ
 і 1 1 2

2
1 2

,
:
a a a

p
a a

. 

Більш повне знайомство з канонічними системами Поста та їх за-
стосуванням можливо отримати за роботою [3]. 
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1.3.3.  Поняття формальної структури 

Визначення 1.4. Послідовність виводів ланцюжка  визначає його 
структуру (теорію виводу), тобто його будову. 

Визначення 1.5. Повна сукупність виведених ланцюжків L  в фор-
мальній системі S  зветься формальною мовою виведену в формаль-
ній системі і записується так Λ →

S
L . 

Очевидно, що формальна мова L  виведена в формальній системі 

AS  є частина вільної мови побудованої над алфавітом A. 
Дамо пояснення цих понять на наступному прикладі. 
Приклад 1.1. Необхідно утворити формальну мову у системі S  над 

сукупністю об’єктів { , , }A a b c=  за аксіомами Λ : 

1) , 2) , 3)a b cσ σ σ= = =  

та правилами виводу  

P : 1) a aσ σ→ , 2) b bσ σ→ . 

Зрозуміло, що сукупність *A  складається з будь яких ланцюжків 
побудованих за допомогою конкатенації над заданими об’єктами ал-
фавіту A. Об’єктами ж мови L , створеними цією системою будуть 
симетричні ланцюжки, наприклад, ланцюжок aabcbaa, який отрима-
ємо в результаті послідовності виводів  

1 1 2 3a a aa aa aab baa aabcbaaσ σ σ σ→ → → →  

за допомогою подвійного застосування першого правила потім дру-
гого правила та третьої аксіоми формальної системи.  

Формальна мова для цього випадку має вигляд нескінченої сукуп-
ності ланцюжків  

{ , , , , , , , , , , ,a b c aaa aba aba bab bbb bcb aaaaa aabaa=L  
, , , , }aacaa ababa abbba abcba… . 

В подальшому ми розглянемо елементи формальної системи логі-
ки, формальної системи множин та інші системи. 
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1.3.4.  Завдання і вправи  

1. Побудувати алфавіт дисциплін, які вивчаються студентами. 
Що означає при цьому порожній елемент алфавіту? 

2. Яка вільна мова утворюється на алфавіті: 

а) { }A a= ; 

б) { , }A a b= ;  

в) { , , }A a b c= ? 
3. Які терми можливо побудувати на алфавіті змінних X  та ал-

фавіті знаків Z : 

а) { , , }X x y z= ,  { , }Z = + − ; 

б) { , , }X a x y= ,  { , , }Z = + ⋅⊠ ; 

в) { , , }X a b c= ,  { , /}Z = ⋅ ? 
4. Задати правила виводів ланцюжків на алфавітах вправи 3 з ак-

сіоми uσ = , де u  один з об’єктів алфавіту X . 
5. Записати схеми з посиланнями термів вправи 4. 
6. Записати канонічні системи Поста для виводів вправи 4. 
7. Утворити формальні системи над сукупностями алфавітів 

вправи 3 і аксіомами над алфавітами А цієї вправи. 
8. Які формальні мови утворюють формальні системи вправи 7? 
9. Визначити формальну структуру ланцюжків формальних мов 

завдання 8. 
10. Побудувати формальну систему з операціями додавання та 

віднімання над цілими числами. 
11. Побудувати формальну систему з операціями множення і ді-

лення над раціональними числами. 
12. Побудувати формальну систему на зв’язках сімейних відно-

шень. 
13. Спробувати записати формальну систему знаходження межі 

елементарних виразів 0
lim ( )
x

f x
→  та формальну систему звичай-

ної похідної  

( )df x

dx . 
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1.4.  Формальні логіки 

У цьому підрозділі розглянуто об’єкти висловлювань та показано, 
як на їх основі будується формальна логічна система [4, 5, 6]. Пред-
метна мова формальних логік складається з понять: висловлювання, 
логічний алфавіт, логічні зв’язки, логічні формули та інших понять. 

1.4.1.  Висловлювання та дії над ними  

Первинним поняттям логіки (вчення про формальне мислення) є 
висловлювання. Як правило, первинні поняття вводиться описово, 
через пояснення. Таким же чином діють і з логічними висловлюван-
нями. Під логічним висловлюванням слід розуміти оповідальне речен-
ня у деякій метамові, відносно якого можливо сказати чи воно є 
істинним, чи хибним або невизначеним. Наприклад, «число 25 поді-
ляється на 5», «швидкість літака більша за швидкість воза», «для 
будь якої дійсної змінної x виконується умова 2 0x ≥ » є істинними 
висловлюваннями, а висловлювання  «2 2≠ », «для будь якої дійсної 
змінної x має місце 1x x= + » є хибними. Окрім таких постійних ви-
словлювань можуть зустрічатися і висловлювання «2 2x > », істин-
ність чи хибність якого визначається тим, яке значення набуває 
змінна x. Такі висловлювання звуться змінними висловлюваннями. 
Відволікаючись від природи висловлювань будемо їх називати логіч-
ними об’єктами або просто об’єктами. 

Для логічних об’єктів введемо позначення за допомогою літер 
грецького алфавіту , , ,α β δ ⋯. Скінчена сукупність логічних об’єктів 
утворює логічний алфавіт, який будемо позначати великими літера-
ми, тобто 1 2 3{ , , , , }kA α α α α= … . І введемо тернарний числовий алфа-
віт {0, ,1}T µ=  значень логічних об’єктів. Так, якщо об’єкт α  має 
істинне значення, будемо записувати ( ) 1V α = , де V  – початкова лі-
тера англійського слова «value» – величина; якщо – хибне значення 
тоді ( ) 0V α = , у невизначеному випадку істинності (змінному висло-
влюванні) – ( )V α µ= . Інколи замість записів 1( ) 1V α = , 2( ) 0V α =  або 

3( )V α µ= , , якщо це не викликатиме непорозуміння, будемо скоро-
чено записувати відповідно  1 1α = , 2 0α = , 3α µ=  Очевидно, що в 
наших позначеннях величина істинності µ  задовольняє умові 
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0 1µ< < . Таким чином алфавіт T  повністю характеризує логічні 
об’єкти формальної системи. 

Наведені вище об’єкти будемо називати елементарними або ато-
марними, тобто вони відповідають простим висловлюванням.  

1.4.2.  Формули висловлювань 

З простих висловлювань можливо створити більш складні вислов-
лювання за допомогою речових зв’язок: «і», «або», «ні», «якщо», 
«тоді», «тоді і тільки тоді, коли». Для цих зв’язок введемо відповідні 
позначення { }, , , , Z∧ ∨ ¬ ⇒ ⇔ = . Алфавіт Z  звуть алфавітом пропози-

ціональних зв'язок. Тоді, наприклад, висловлювання: «(число π  біль-
ше трьох) і (число π  менше за число 4)», «якщо (трикутник 
прямокутний), тоді (сума квадратів його катетів дорівнює квадрату 
гіпотенузи)» можливо записати у вигляді наступних формул: α β∧  і 
δ γ⇒ , де через , , ,α β δ γ позначені прості висловлювання виділені  у 
дужках. 

Взагалі то, складні об’єкти називають формулами логіки вислов-
лювань. Наприклад, ( )α β γ∧ ∨ ; ( )α β γ∧ ∨ ; ( )α β γ∧ ⇒ ; 
( ) ( )α β δ γ⇒ ⇔ ∧  – є формули логіки висловлювань. В запису фор-
мул використовуються круглі дужки для виділення послідовності за-
стосування зв’язок до об’єктів. Зрозуміло, що сукупність логічних 
формул утворюється над двома алфавітами: алфавітом об’єктів A та 

алфавітом зв’язок Z , тобто ця сукупність є { }*
,A Z . Для повноти фо-

рмул до сукупності { }*
,A Z  також віднесемо прості об’єкти, щоб під-

креслити ту обставину, що з простих об’єктів будуються всі формули 

логіки висловлювань. Якщо тепер в сукупності { }*
,A Z  виділити аксі-

оми Λ  (деякі з них розглянемо в наступних пунктах) і ввести сукуп-

ність правил P , побудованих над { }*
,A Z , тоді і отримаємо 

формальну логічну систему AS . Наприклад, правила можуть мати ви-
гляд заміщень:  

{ }1 11) ; 2) ( ); 3) ,P α α β β α α β α γ= → ∧ → ∨ ∨ → … . 

Також, як і прості висловлювання, формули сукупності { }*
,A Z  є 

логічними об’єктами, тобто їх значення визначаються над числовим 
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алфавітом T . Так значення формул на основі підалфавіту зв’язок 
{ , , }∧ ∨ ¬  над об’єктами α  і β  визначаються табл. 1.1 [1]. 

Таблиця 1.1 
Значення логічних формул за зв’язками { , , }∧ ∨ ¬  

α β∧  0 µ  1 α β∨  0 µ  1 α  α  
0 0 0 0 0 0 µ  1 0 1 
µ  0 µ  µ  µ  µ  µ  1 µ  µ  
1 0 µ  1 1 1 1 1 1 0 

 

А значення формул, побудованих за алфавітом зв’язок { , }⇒ ⇔  над 
об’єктами висловлювань α  і β , задаються табл. 1.2. 

Таблиця 1.2 
Значення формул висловлювань за зв’язками { , }⇒ ⇔  

α β⇒  0 µ  1 α β⇔  0 µ  1 

0 1 1  1 0 1 0 0 
µ  0 1 1 µ  0 1 0 
1 0 0 1 1 0 0 1 

 

Дамо пояснення формул наведених в табл. 1.1 і 1.2. 
Формула (заперечення) α α= ¬  читається «не α » або «заперечен-

ня α » і тому формула має значення протилежне до значення ( )V α . 
Формула (кон’юнкції) α β∧  (інколи для скорочення запису засто-

совується позначення αβ ) читається як «α  і β » і приймає значення 
істини у тому і тільки тому випадкові, коли об’єкти α  і β   істині. 
Для знаходження значення цієї формули також можливо скориста-
тись правилом ( ) min{ ( ), ( )}V V Vα β α β∧ = . 

Формула α β∨  (диз’юнкції) читається –  «α  або β » і приймає 
значення істини, коли хоча б один з об’єктів має значення істини, це 
правило також можливо записати у вигляді формули 

( ) max{ ( ), ( )}V V Vα β α β∨ = . 
Формула (імплікації) α β⇒  може читатися – «якщо α , тоді β » 

або «з α  слідує β » і має значення істини завжди, окрім випадків 
( ( )V α µ=  або ( ) 1V α =  і ( ) 0V β = ) і ( ( ) 1V α =  і ( )V β µ= ), при яких 
ця формула має хибне значення. 

І остання формула (еквівалентності) α β⇔  може читатися як 
«α  еквівалентнеβ » , тому значення за цією формулою будуть істині 
завжди де ( ) ( )V Vα β=  і хибними у всіх інших випадках. 
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Зрозуміло, що формули які виводяться в логічній формальній сис-
темі AS  є ланцюжками логічної формальної мови L  . Питання 
пов’язані з дослідженням зв’язок та результатів формул розглядають-
ся в  алгебраїчній теорії логіки [5]. 

1.4.3.  Логічні функції висловлювань 

Формули логіки висловлювань можливо пов’язати з логічними фу-
нкціями висловлювань 1 2( , , , )j nf α α α… , де iα – атомарні висловлю-

вання. Наприклад, формулі ( )α β γ∧ ∨  відповідає функція 
( , , ) ( )f α β γ α β γ= ∧ ∨ , тобто функція f  реалізує формулу-ланцюжок 

( )α β γ∧ ∨ . Складне висловлювання розглядається як функція n – 

змінних ix , тобто маємо n– місцину функцію висловлювань nf . Так 
постійне логічне значення 1α =  (логічна константа) є 0– місциною 
логічною функцією, змінне атомарне висловлювання x або x¬  – од-
номісною функцією, 1 2 1 2 1 2, ,x x x x x x∧ ∨ ⇒  – двомісні функції і так 

далі. Область визначення логічної функції nf  – Dom f  залежить від 
розміру алфавіту, на якому визначені змінні ix . Так на тернарному 

алфавітові T  область Dom f  складається з 3n  комбінацій значень 
змінних, а область значень функції Ran f  може залежати від складо-
вих алфавіту зв'язок Z . Тому, як правило, при невеликому значені 
величини n, логічну функцію nf  задають у формі таблиці 

1 2 1 2( , , , )n n

Dom f Ran f

x x x f x x x… …
, яка зветься таблицею істинності. 

Приклад 1.2. Розглянемо систему масового обслуговування 
(СМО), яка обслуговує деякий потік заявок. СМО призначені для за-
доволення потоку заявок за допомогою одного або декількох каналів 
обслуговування (зв’язку), котрі виконують стандартні операції. СМО 
зустрічаються практично в усіх видах сучасної діяльності людини і 
набули широкого застосування в технічних, біологічних, економіч-
них та інших галузях. Нехай задана модель СМО складається з трьох 
терміналів для прийому потоку заявок і каналу зв’язку, який відчиня-
ється і пропускає заявки або запирається. Канал зв’язку відчиняється 
для пропуску групи заявок при наявності на терміналах неменше 
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двох заявок. Необхідно побудувати модель функціонування СМО у 
вигляді логічної функції. 

Позначимо наявність заявки на першому терміналі через 1x , на 
другому – 2x  і на третьому – 3x , тоді моделюючою функцією функці-
онування СМО буде 1 2 3( , , )f x x x . Зрозуміло, що ix  може прийняти 
значення 0 (заявка відсутня на i  - терміналі) або 1 (заявка присутня 
на i  - терміналі) і значенню функції f  буде також відповідати 0 (за-
критий канал) або 1 (відкритий канал). Тепер таблиця істинності фу-
нкції f  має вигляд зображений у табл. 1.3. 

Таблиця 1.3 
Таблиця істинності системи СМО 

1 2 3x x x  Ran f  1 2 3x x x  Ran f  

0 0 0

0 0 1

0 1 0

0 1 1

 

0

0

0

1

 

1 0 0

1 0 1

1 1 0

1 1 1

 

0

1

1

1

 

Дві функції 1
nf  і 2

nf  вважаються однаковими 1 2( ( ) ( ))n nf f⋅ = ⋅ , якщо 

1 2Dom f Dom f=  і при будь якому наборі 1 2( , , , )nα α α…  значень змін-
них 1 2, , , nx x x…  з області їх визначення 

( ) ( )1 1 2 3 2 1 2 3( , , , ) ( , , , )V f V fα α α α α α=… … . Для прикладу, функції 

1 1 2 1 2( , )f x x x x= ∧  і 2 1 2 1 2 1 2 1 2( , ) ( ) (( ) ( ))f x x x x x x x x= ∧ ∨ ∧ ∧ ∧  однакові. 
⊳ Дійсно кон’юнкція змінних 1 2,x x  при відповідному наборі 

1 2( , )α α  на числовому алфавітові T  за табл. 1.1 приймає одне із зна-
чень цього алфавіту 1 2( )Vβ α α= ∧ . Тому значення кон’юнкції 

1 2 1 2 1 2(( ) ( )) ( )V Vα α α α β β β α α∧ ∧ ∧ = ∧ = = ∧ , і далі значення 
диз’юнкції 1 2 1 2(( ) ( ))V α α α α β β∧ ∨ ∧ = ∨  за тією ж таблицею дорів-

нює β . Отже ( ) ( )1 1 2 2 1 2( , ) ( , )V f V fα α α α= .⊲   

Якщо кількість змінних функції зростає, зрозуміло, що розмір 
таблиці істинності стає великим і користуватися нею незручно. Більш 
зручним у цьому випадку є аналітичний спосіб представлення логіч-
ної функції. Якщо змінні ix , наприклад, приймають значення ( )iV x  0 

або 1 для всіх 1,i n= , і функція f , яка побудована на зв’язках алфаві-
ту { , , }Z = ∧ ∨ ¬ , приймає значення 0 або 1. Для цього випадку розроб-
лені канонічні форми представлення логічних функцій, які називають 
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булєвими функціями в досконалій де’зюнктивній нормальній формі 
або скорочено ДДНФ, такі форми функції nf  створюються наступ-

ним чином. На наборі змінних ; 1,ix i n=  будується елементарні 

кон’юнкції *

1 j

m

m i
j

k x
=

= ∧  такі, що у виразі mk  кожен символ 

* ; 1,
j

j

j

i

i
i

x
x j m

x

= =¬
 може зустрічатися тільки один раз. До елементар-

них кон’юнкцій відносяться: константа 1, одноелементні конструкції 

1k , які складаються зі змінних ix  або їх заперечень ix  ( )ix¬ . Зрозумі-

ло, що кількість різних елементарних кон’юнкцій дорівнює 2n . На-
приклад, за таблицею істинності розглянутого прикладу 1.2 набору 
значень (0 0 0) змінних 1 2 3, ,x x x  відповідає елементарна кон’юнкція 

1 1 2 3k x x x= ∧ ∧ , набору (0 0 1) відповідає 2 1 2 3k x x x= ∧ ∧  і так далі, 
останньому набору (111) табл. 1.3 відповідає 8 1 2 3k x x x= ∧ ∧ . З табл. 
1.3 також видно, що з восьми елементарних кон’юнкцій тільки для 
кон’юнкцій 4k , 6k , 7k  і 8k  відчиняється канал зв’язку СМО. 

Диз’юнкція елементарних кон’юнкцій 
1

s

m
m

k
=

∨  зветься ДДНФ функ-

ції nf , якщо значення mk  дорівнюють 1. Для розглянутої вправи 

ДДНФ логічної булєвої функції 3f  за табл. 1.3 має вигляд  

1 1 2 3 4 6 7 8 1 2 3 1 2 3( , , )f x x x k k k k x x x x x x= ∨ ∨ ∨ = ∧ ∧ ∨ ∧ ∧ ∨  

1 2 3 1 2 3x x x x x x∨ ∧ ∧ ∨ ∧ ∧ .
(1.3)

Тут враховано те, що кон’юнкція (як операція множення) старша 
за диз’юнкцію, тому у виразі (1.3) дужки не застосовуються.  

Якщо ж у визначені ДДНФ замінити кон’юнкції на диз’юнкції і 
навпаки і відповідно нулі одиницями та навпаки, то будемо мати до-
сконалу кон’юнктивну нормальну форму (ДКНФ) функції nf . Так 
ДКНФ логічної функції прикладу 1.2 подвійна до функції (1.3) є 

1 1 2 3 2 5 3 1( , , )f x x x k k k k= ∧ ∧ ∧ =  

1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3( ) ( ) ( ) ( )x x x x x x x x x x x x= ∨ ∨ ∧ ∨ ∨ ∧ ∨ ∨ ∧ ∨ ∨
(1.4)
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Функції (1.3) і (1.4) моделюють процес відкриття і запирання ка-
налу зв’язку в системі СМО, тому аналітичний вираз логічної функції 
можливо представити як 

1 1 2 3

1 2 3

1 1 2 3

( , , ) 1, ;
( , , )

( , , ) 0, .

f x x x канал відчинений
f x x x

f x x x канал зачинений

=
=  =

 

Раніше для часткового випадку, показано що функція логіки ви-
словлювань може бути представлена у ДДНФ. Виникає питання чи 
завжди це можливо. Відповідь на яке дає лема про розкладення логі-
чної функції [9]. 

Лема 1.1. Довільна логічна функція nf  може бути представлена 

через елементарні кон’юнкції *

1 j

m

m i
j

k xα

=
= ∧ , * ; 1,

j

j

j

i

i
i

x j m
α

α
= =¬

, де 

0, 1
ji

=α , у вигляді 

1 2 1 1 2 11
( , , , , , , ) ( ( , , , , , , ))

s

k k n m k k n
m

f x x x x x k f x xα α α α+ +=
= ∨ ∧… … … …  (1.5)

⊳ Задамо довільний набір 1 2( , , , )kβ β β…   на алфавіті {0,1}  такий, 
що 1 1, , k kx xβ β= =… ; тоді в лівій частині виразу (1.5) маємо 

1 2 1( , , , , , , )k k nf x xβ β β +… … , а в правій частині набори кон’юнкцій 

*
1 2 11

( , , , , , , )
j

m

i k k n
j

f x xβ β β β +=
∧ ∧ … …  і нехай для визначеності 1iα = , при 

цьому можливі дві ситуації. У першій ситуації * * 1
j ji i iβ α α= = = , тоді 

* * 1
j ji i iβ α α= = =  і тому елементарні кон’юнкції дорівнюють 1; отже 

ліва і права частини виразу (1.5) однакові. В другій ситуації, хоча б 
одне з значень i iβ α≠ , тому диз’юнкція елементарних кон’юнкцій 
дає (див. табл. 1.1) 

1 2 10 ( , , , , , , )k k nf x x+∨ =… …β β β 1 2 1( , , , , , , )k k nf x x+… …β β β . 

Таким чином вираз (1.5) має місце при будь яких обставинах.⊲   
Теорема 1.1. Будь яка булєва логічна функція  ( ) 0nf ⋅ ≡  може бути 

однозначно представлена у ДДНФ. 
Доведення легко отримати спираючись на лему 1.1, за якою при 

k n=  з виразу (1.5) маємо 1 2 1
( , , , )

s
x

n m
m

f x x x k
=

= ∨… . 
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1.4.4.  Завдання і вправи 

1. На трійковому алфавітові {0, ,1}T µ=  визначити значення ви-
словлювань: 
а) сніг – білий, чорний, брудний; 
б) трава – зелена, біла, жовта, рожева; 
в) небо – блакитне, чорне, сіре, кольорове. 

2. Записати у вигляді формул логіки висловлювання: 
а) погода сонячна і тепла; 
б) якщо студент старанний, тоді він вчиться добре; 
в) студент відмінник, тоді і тільки тоді коли вчиться на «від-

мінно»; 
г) студент вчиться добре, тоді він отримує оцінки «добре» 

або оцінки «добре» і «відмінно»; 
д) якщо чотирикутник паралелограм, тоді він може бути ро-

мбом або ромбом і квадратом або прямокутником. 
3. На тринарному алфавітові {0, ,1}T µ=  визначити значення фо-

рмул вправи 2. 
4. На сукупності чотирикутників побудувати формальну систему 

логіки висловлювань з врахуванням п’ятого висловлювання 
вправи 2. 

5. На сукупності студентів групи побудувати формальну систему 
логіки висловлювань з врахуванням висловлювань 2), 3) і 4) 
вправи 2. 

6. Записати таблиці істинності для наступних логічних формул: 

1) (( ) ( ))α β α β⇒ ⇔ ∨ ; 

2) (( ) )α β α⇒ ∨ ; 

3) ( ( ))α β γ⇒ ∧ ; 

4) ( ( ))α β γ⇒ ∨ ; 

5) (( ) ( ))α β β γ∧ ⇔ ∧ ; 

6) (( ) ( ( )))α β γ α β∧ ⇔ ⇒ ∨ ; 

7) (( ) ( ( )))α β α α β⇒ ∨ ⇒ ∧ ; 

8) (( ) ) ( ( )))β α β α β α⇒ ∨ ∧ ∧ ∨ ; 

9) ((( ) ) ( ))α β β α β∧ ⇒ ⇒ ⇒ .  
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7. На тернарному алфавіті T  записати таблиці істинності для ло-
гічних функцій: 

а) 1 2 3 4 5x x x x x⇔ ; 

б) ( ) ( ) ( )x y xyz x y z⇒¬ ∨ ∧ ∨ ∨ ; 

в) ((( ) ) ( ))x yx z x yz∧ ⇒ ⇒ ⇒ ; 

г) 1 2 3 1 2 3((( ) ) ) ( (( ) )))x x x y y x x x⇒ ∨ ∨ ∧ ∨ ; 

д) ((( ) ( )) ( ))z y xy xyz y z∧ ⇒ ⇔ ∨ ∨ ; 

е) 1 2 3 4 5 4( )x x x x x x⇔ ¬ ∨ ; 

ж) (( ) (( ( )) ( ( ))))xzy u x yz x xyz⇒ ∨ ∨ ⇒ ¬ ∧ . 

8. Для формул вправи 6) записати їх логічні функції реалізації. 
9. На числовому алфавіті {0,1}  задати логічні функції вправи 8 у 

вигляді таблиць істинності. 
10. Побудувати ДДНФ і ДКНФ булєвих функцій 3f , визначених 

таблицями істинності: 

1) 

1 2 3 1 2 3

0 0 0 1 1 0 0 0

0 0 1 0 1 0 1 1

0 1 0 1 1 1 0 0

0 1 1 0 1 1 1 1

x x x Ran f x x x Ran f

; 

2) 

1 2 3 1 2 3

0 0 0 0 1 0 0 0

0 0 1 1 1 0 1 1

0 1 0 0 1 1 0 0

0 1 1 1 1 1 1 1

x x x Ran f x x x Ran f

; 

3) 

1 2 3 1 2 3

0 0 0 1 1 0 0 1

0 0 1 1 1 0 1 0

0 1 0 1 1 1 0 0

0 1 1 0 1 1 1 0

x x x Ran f x x x Ran f

. 
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1.5. Рівносильні формули висловлювань 

Введена формальна система логіки дозволяє будувати формули 
логічних висловлювань, над якими можливо виконувати алгебраїчні 
перетворення. Зрозуміло, що ці перетворення не передбачені у наве-
деній формальній системі, тобто вони знаходяться зовні системи, щоб 
показати можливість зв’язку формальної системи з алгеброю викона-
ємо перетворення на рівносильних формулах висловлювань.  

1.5.1.  Закони рівносильності 

Нехай через  α  і β  позначено дві формули логіки висловлювань. 
Тоді маємо. 

Визначення 1.6. Формули α  і β  звуться  рівносильними, як-
що ( ) ( )V Vα β=  при будь яких значеннях елементарних об’єктів, з 
яких складаються ці формули. 

Визначена рівносильність встановлює з в’язок між формулами α  і 
β  з одного боку, а з іншого – задає однаковість для відповідних реа-
лізуючих логічних функцій. Цей зв’язок позначимо знаком (=), таким 
чином маємо α β= . Рівносильність формул задовольняє наступним 
умовам [5, 6]: 

а) α α=  (рефлективність); 

б) ( ) ( )α β β α= ⇒ =  (симетричність); 

в) ( ) ( )α β β γ α γ= ∧ = ⇒ =  (транзитивність). 
Наведемо тепер важливі приклади законів, яким задовольняють 

рівносильні формули: 
а) α α=  (закон подвійного заперечення); 

б) α β β α∧ = ∧ ,  
α β β α∨ = ∨  (закон комутативності); 

в) ( ) ( )α β γ α β γ∧ ∧ = ∧ ∧ , 
( ) ( )α β γ α β γ∨ ∨ = ∨ ∨  (закон асоціативності); 

г) ( ) ( ) ( )α β γ α β α γ∧ ∨ = ∧ ∨ ∧ , 
( ) ( ) ( )α β γ α β α γ∨ ∧ = ∨ ∧ ∨  (закон 

дистрибутивності); 

(1.6)
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д)  α β α β∧ = ∨ ,  

α β α β∨ = ∧  (закон де Моргана); 

е) α α α∧ = , 
α α α∨ =  (закон ідемпотентності); 

ж) α β β α⇒ = ⇒ (закон обертання); 

з) α β α β⇒ = ∨ ; 

и) ( ) ( )α β α β β α⇔ = ⇒ ∧ ⇒  

к) 0, 1; ( )Vα α α α α µ∧ = ∨ = ≠  (закон виключення 
третього). 

1.5.2.  Логічні перетворення 

В межах формальних систем можливо не тільки виводити логічні 
формули, але й виконувати перетворення формул спрощуючи їх. На-
приклад, булєва функція (1.3) виводиться в системі AS  та може бути 
спрощена після застосування законів е) і а) – г) 

1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3

1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3

( , , )f x x x x x x x x x x x x x x x

x x x x x x x x x x x x x x x x x x

= ∨ ∨ ∨ =
= ∨ ∨ ∨ ∨ ∨ =  

1 1 2 3 2 2 1 3 3 3 2 1 2 3 1 3 2 1

2 3 3 2 1

( ) ( ) ( )

( )

x x x x x x x x x x x x x x x x x x

x x x x x

= ∨ ∨ ∨ ∨ ∨ = ∨ ∨ =
= ∨ ∨

. 

В процесі перетворення формул інколи зручно скористатися пра-
вилом підстановки формул замість змінного об’єкту та правилом за-
міни підформул (часток формули) . 

Твердження 1.1. Правило підстановки формули замість змінного 
об’єкту. Якщо α  і β  – рівносильні формули, в які входить змінний 
об’єкт 1α , тоді в результаті одночасної підстановки формули γ  за-
мість об’єкту 1α  у формули α  і β  отримаємо рівносильні формули. 

Наприклад, якщо підставити у рівносильну формулу α β β α∨ = ∨  
замість об’єкту α  формулу δ γ⇒ , тоді отримаємо наступний рівно-
сильний вираз логічної формули: ( ) ( )δ γ β β δ γ⇒ ∨ = ∨ ⇒ . 
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Твердження 1.2. Правило заміни підформул. Нехай α  є підформу-
лою формули αγ  і формула α  замінена на рівносильну формулу β . В 
результаті отримаємо формулу βγ , рівносильну до формули αγ . 

Пояснимо застосування цього твердження на прикладі формули 
α β γ∧ ⇒ , до якої застосуємо рівносильну заміну α β α β∧ = ∨  і пі-
сля заміни отримаємо рівносильну формулу 
( ) ( )α β γ α β γ∧ ⇒ = ∨ ⇒ .  

Наведемо приклад спрощення формули за цими правилами та за-
конами рівносильності:  

α β α β α β α β∧ = ∨ = ∨ = ∨ . 

Твердження 1.1 і 1.2 для логічних функцій 1 2
1 2, , , , nmm mn

nf f f f… , 
відповідає діям: 

1) підстановки у вираз однакових функції 1 2( , , , )nf x x x…  за-
мість змінних ix  функцій 1 2( , , , )

jj mf x x x… ; 

2) підстановки у вираз функції 1 2( , , , )nf x x x…  замість яких то 
формул над змінними 1 2, , ,

jmx x x…  однакових функцій 1 2( , , , )
jj mf x x x… . 

1.5.3.  Завдання і вправи 

1. Пересвідчитись у тому, що рівносильність формул висловлю-
вань задовольняють умовам: рефлективності, симетрії та тран-
зитивності. 

2. Довести закони рівносильності  1) – 9). 
3. Довести, що α β=  тоді і тільки тоді, коли ( ) 1V α β⇔ =  для 

будь яких значеннях 0 або 1 висловлювань α  і β . 
4. Довести, що:  

а) (( ) ) ( )α β γ α β γ¬ ∧ ∨ = ∨ ∧ ; 

б) ( ) ( )α β β α α β∨ ∧ ∨ = ⇔ ; 

в) ( ) ( ) ( )α α β β α β¬ ¬ ∧ ∨ ∨ = ⇒ . 

5. Довести еквівалентності формул: 

а) ( )α α α⇒ = ; 
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б) ( ( ))α β β α∨ ∧ = ; 

в) ( ( ))α β β α∧ ∨ = ; 

г) ( ( )) ( )α α β α β∨ ∧ = ∨ ; 

д) (( ) ( ))α β α β α∨ ∧ ∨ = . 

6. Довести однаковість функцій: 

а) 1 1 2 1 1 2( , ) ( )f x x x x x= ∨ ∧  і 2 1 2 1 2( , )f x x x x= ∨ ; 

б) 1 1 2 1 2 2 1( , ) ( ) ( )f x x x x x x= ∨ ∧ ∨  і 2 1 2 1 2( , )f x x x x= ⇔ ; 

в) 1 1 2 1 2( , )f x x x x= ⇒  і 2 1 2 1 1 2 2( , ) ( ) ( )f x x x x x x= ¬ ¬ ∧ ∨ ∨ . 

7. Зв’язка ( )i  між логічними змінними 1 2 3, ,x x x  у вигляді 

1 2 1 3 2 3x x x x x x∧ ∨ ∧ ∨ ∧  називається мажоритарною і познача-
ється як 1 2 3x x xi i . Встановити рівносильність наступних фор-
мул: 
а) 1 1 3 1;x x x x=i i  

б) 1 1 3 3;x x x x=i i  

в) 1 2 3 1 2 3( )x x x x x x¬ =i i i i . 

8. Записати закони рівносильності для арифметичних операцій: 
( )+  – додавання, ( )−  – віднімання та ( )⋅  – добутку при їх логі-
чних інтерпретаціях: 

; 1 ;x y x y x x x y x y x y⋅ = ∧ − = ¬ + − ⋅ = ∨ . 

1.6.  Логічні числення 

При створені формальної системи, найбільш складно відтворити 
систему аксіом. Розглянемо питанням побудови системи аксіом фор-
мальної логічної системи. Для цього скористуємося підходом, який 
використовується в численні висловлювань. 
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1.6.1.  Числення висловлювань 

Численням висловлювань є формальна система, в якій об’єктами ви-
ступають формальні формули (терми), правила їх застосування і аксіоми.  

Визначення 1.7. Виводом формули τ в системі S  зветься така по-
слідовність формул 1 2, , , nτ τ τ… , що кожна з них отримана або з аксі-
оми формальної системи, або з попередніх раніше утворених формул 
цієї послідовності і записується як 1 2, , , nτ τ τ → τ… .  

Може статися, що не існує процедури виводу наперед заданої фо-
рмули, тоді кажуть, що проблема виводу нерозв’язана. Формула τ , 
для якої проблема виводу розв’язана – зветься теоремою формальної 
системи S . В залежності від змісту сукупності зв’язок можуть роз-
глядатися різні системи числення висловлювань.  

Нехай, наприклад, задано алфавіт зв'язок { , , , }Z = ∧ ∨ ¬ ⇒ , алфавіт 
змінних логічних об’єктів 1 2{ , , , }nA α α α= …  і додатковий алфавіт 

{(, ), }B = → , тоді числення висловлювань над алфавітами , ,A Z B мо-
жливо визначити наступною конструктивною системою аксіом: 

1) ( )α β α∧ ⇒ , 

2) ( )α β β∧ ⇒ , 

3) ( )α α β⇒ ∨ , 

4) ( )β α β⇒ ∨ , 

5) ( )α α¬¬ ⇒ , 

6) ( )α β α⇒ ⇒ , 

7) ( ) ( )α β β α⇒ ¬ ⇒ ⇒ ¬ , 

8) ( ) (( ( )) ( ))α β α β γ α γ⇒ ⇒ ⇒ ⇒ ⇒ ⇒ , 

9) ( ) (( ) ( ( )))α β α γ α β γ⇒ ⇒ ⇒ ⇒ ⇒ ∧ , 

10) ( ) (( ) (( ) ))α γ β γ α β γ⇒ ⇒ ⇒ ⇒ ∨ ⇒ , 

(1.7)

в яких через , ,α β γ  позначено довільні формули, і формула виводу β  
є безпосереднім наслідком формул α  і ( )α β⇒ , що можливо записа-
ти у вигляді схеми Поста:  
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, ( )α α β
β
⇒

 (1.8)

Наприклад, якщо висловлювання δ  і ( )δ γ δ⇒ ⇒  істинні, то ви-
словлювання γ δ⇒  також вважається істинним. 

У формальній системі числення початковою аксіомою може бути 
будь яка формула, отримана за наведеною схемою аксіом 1) – 10) з 
формул (1.7) після підстановки в неї конкретних формул, побудова-
них на алфавітах  A, B  і Z . Так, аксіомами є формули:  

1 2 3 4 1 2( ) (( ) ( ))τ τ τ τ τ τ∧ ⇒ ⇒ ∨ ∧ , 1 2 3 4 1 2( ) (( ) ( ))τ τ τ τ τ τ∨ ⇒ ∧ ⇒ ∨   

отримані за схемами аксіом 4) і 6) відповідно. 
Виводом формули, як було раніше вказано, в численні висловлю-

вань є скінчена послідовність формул 1 2, , , nτ τ τ…  таких, що для кож-
ного індексу (1 )i i n≤ ≤  iτ  є: або аксіомою, або безпосереднім 
виводом із формул ,j kτ τ  за правилом (1.7) і формула nτ  співпадає з 

формулоюτ . 
Приклад 1.3. Показати, що формула ( )α α τ⇒ =  виводиться у за-

даному вище численні висловлювань. 
⊳  Для цього спочатку скористуємося схемами аксіом 6) та 8). За 

аксіомою 6) маємо вивід: ( ( ))α α α→ ⇒ ⇒ , приймемо формулу 
( ( ))α α α⇒ ⇒  за початок виводу 1τ  і за схемою 8), після застосуван-
ня підстановок ( )β α α= ⇒  і γ α= , отримаємо аксіому:  

( ( )) (( (( ) )) ( ))α α α α α α α α α→ ⇒ ⇒ ⇒ ⇒ ⇒ ⇒ ⇒ ⇒ , 

з якої видно, що формула  

2 1( (( (( ) )) ( )))τ τ α α α α α α= ⇒ ⇒ ⇒ ⇒ ⇒ ⇒  

виводиться у численні висловлювань. Скористуємося тепер правилом 
виводу (1.8), за яким з послідовності формул 1 2,τ τ  отримаємо вивід 

1 2, (( (( ) )) ( ))τ τ α α α α α α→ ⇒ ⇒ ⇒ ⇒ ⇒ , тобто маємо, що формула 

3 (( (( ) )) ( ))τ α α α α α α= ⇒ ⇒ ⇒ ⇒ ⇒  виводиться у даному численні. 
Зрозуміло, що формула 4( (( ) ))α α α α τ⇒ ⇒ ⇒ =  також виводиться 
за аксіомою 6) при значені  ( )β α α= ⇒  отримаємо вивід 

( (( ) ))α α α α→ ⇒ ⇒ ⇒ . І знову скористуємося правилом (1.8), але 
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застосуємо його до послідовності 4 3,τ τ , тоді одержимо 

4 3, ( )τ τ α α→ ⇒ . Отже формула 5 ( )τ α α= ⇒  виводиться у численні 
висловлювань за допомогою послідовності  виводу 1 2 3 4 5, , , ,τ τ τ τ τ . ⊲  

Для коректного визначення введеної у пункті 1.4.1 на алфавітові 
зв'язок Z  формальної системи AS , необхідно включити до системи 
аксіом Λ  систему формул (1.7) і правило виводу (1.8). 

1.6.2.  Деякі логічні системи та зв'язок між ними 

Можливо побудувати інші логічні формальні системи. Наприклад, 
якщо за алфавіт зв'язок вибрати сукупність { , , }∧ ∨ ¬ { , , }∧ ∨ ¬  і в сис-
тему аксіом включити формули 

1) , ;α α α α α α∧ ⇒ ∨ ⇒  

2) , ;α β β α α β β α∧ ⇒ ∧ ∨ ⇒ ∨  

3) , ;α α β α α β⇒ ∧ ⇒ ∨  

4) ( ) ( ), ( ) ( );β γ α β α γ β γ α β α γ⇒ ⇒ ∧ ⇒ ∧ ⇒ ⇒ ∨ ⇒ ∨  

5) ( ) , ( ) ;α α β α α α β α∧ ∨ ⇒ ∨ ∧ ⇒  

6) ( )α α¬¬ ⇒ , 

(1.9)

де під імплікацією α β⇒  розуміється еквівалентна формула α β¬ ∨ ,  

тоді отримаємо класичну булєву формальну систему b
AS . 

Якщо на двійковому алфавітові {0,1}  ввести в розгляд алфавіт 
Жигалкіна 1 { , ,1}Z = ⊕ ∧ , де ( )⊕  – зв’язка складання за mod 2 такий, 
що мають місце наступні рівносильні перетворення над елементами 
двійкового алфавіту  

0 0 0, 1 0 1,

0 1 1, 1 1 0.

⊕ = ⊕ =
 ⊕ = ⊕ =

 (1.10)

Якщо в систему аксіом Λ  включити формули 1) – 4) з виразів (1.9) 
відносно зв’язки ( )∧ , а також врахувати рівносильні формули відно-
сно зв’язки ( )⊕ : 

1) ;α β β α⊕ = ⊕   (1.11)
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2) ( ) ( )α β γ α β γ⊕ ⊕ = ⊕ ⊕ ; 

3) ( )α β γ α β α γ∧ ⊕ = ∧ ⊕ ∧ ; 

4) 0α α⊕ = ; 

5) 0α α⊕ = , 

тоді отримаємо формальну систему Жигалкіна g
AS . Логічна функція 

виведена в системі g
AS  зветься поліномом Жигалкіна. Формальна сис-

тема Жигалкіна зручно застосовувати в системах програмування [1]. 
Існує певний зв'язок між формальними системами b

AS  і g
AS . Для то-

го, щоб з’ясувати цей зв'язок введемо одне визначення. 
Визначення 1.8. Формальні системи *, , ,A A A P= ΛS  і 

1 *
1 1 1, , ,A A A P= ΛS  з відповідними мовами { }** ,A A Z=  і { }**

1 1 1,A A Z=  

еквівалентні, якщо існують такі взаємно однозначні перетворення r  
над їх алфавітами зв'язок, що будь який ланцюжок l  формальної мо-
ви *A , виведений в системі AS , перетворюється в ланцюжок 1 ( )l r l=  

мови *
1A  і навпаки. 

Теорема 1.2. Логічні формальні системи b
AS  і g

AS  еквівалентні за 
визначенням 1.8 для будь якої формули α  такої, що ( ) 0V α ≡ . 

⊳  Нехай функція ( )nf ⋅  реалізує формулу α  виведену в системі b
AS  

тоді за теоремою 1.1 її можливо представити у ДДНФ, тобто 

1 2 1
( , , , )

s

n m
m

f x x x k
=

= ∨⋯ . В цьому виразі використовується зв’язка ( )∨ , а 

в кон’юнктивні набори mk  можливо входять атомарні елементи ix  і 
( ) 1mV k = , за перетворення r  виберемо рівносильні перетворення ( )= , 

яке за умовами 1) – 3) взаємно однозначне. Конкретно маємо пере-
творення 

1,α α α β α β α β¬ = ⊕ ∨ = ∧ ⊕ ⊕  (1.12)

Очевидно, що перетворення (1.12) не впливають на правила виво-
ду. Отже будь яка функція nf може бути виведена в системі g

AS . Не-
складно перевірити, що і навпаки поліному Жигалкіна за 
перетвореннями (1.12) можливо поставити у відповідність булєву 
функцію. ⊲  

Крім вище означених формальних систем, можливо ввести систе-
ми: h

AS  – Шеффера зі зв’язкою (|), для якої мають місце перетворення 
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0 | 0 1, 0 |1 1,

1| 0 1, 1|1 0;

= =
 = =

 і рівносильна формула |α β α β= ¬ ∨ ¬ ; p
AS  – Пірса-

Вебба зі зв’язкою ( )↓  визначену 
0 0 1, 0 1 0,

1 0 0, 1 1 0;

 ↓ = ↓ =


↓ = ↓ =
 і формулами 

( )α β α β α β↓ = ¬ ∨ = ¬ ∧ ¬ , і інші логічні формальні системи. 
Для формальних систем важливим є питання повноти за алфавіта-

ми зв'язок. Алфавіт Z  зветься повним, якщо ні одна з його зв'язок не 
може представлятися через рівносильне висловлювання над іншими 
зв’язками, і формальна система з цим алфавітом зв'язок зветься по-
вною по алфавіту Z . 

Так розглянута вище формальна система AS  є неповною тому, що 
алфавіт { , , , }Z = ∧ ∨ ¬ ⇒  – неповний. Дійсно за рівносильними вислов-

люваннями маємо α β α β∧ = ∨  і α β α β∨ = ∧ , тому за алфавіт Z  
можна взяти { , , }∨ ¬ ⇒  або { , , }∧ ¬ ⇒  і відповідно перетворити систе-
му аксіом 1) – 10) з виразів (1.7). 

Існують критерії [9, 10], за допомогою яких вдається з’ясувати по-
вноту формальної булєвої системи.  

1.6.3.  Завдання і вправи  

1. Довести, що формули: 

а) ( )α α⇒ , 

б) ( )α α⇒ ¬ , 

в) (( ) )α α α∨ ⇒ , 

г) ( )α α∨ , 

д) ( ( ))α α¬ ∧ , 

у яких α  довільна формула, виводяться у формальній системі 
з аксіомами 1) – 10) і правилом виводу (1.8). 

2. Показати, що наступні формули виводяться у формальній сис-
темі вправи 1: 

а) (( ) )α α α∨ ∼ , 

б) (( ) )α α α∧ ∼ , 
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в) (( ) ( ))α β β α∨ ∨∼ , 

г) (( ) ( ))α β β α∧ ∧∼ , 

д) ( )α α¬ ∼ , 

е) (( ( )) )α α β α∨ ∧ ∼ , 

ж) (( ( )) )α α β α∧ ∨ ∼ , 

тут α  і β  – довільні формули. 
3. Перетворити аксіоми 1) – 10) за допомогою зв'язок { , , }∧ ¬ ⇒ . 
4. Записати аксіома 1) – 10) із застосуванням зв'язок { , , }∨ ¬ ⇒ . 
5. Показати, що формули вправи 1. є теоремами в формальній 

системі з аксіомами вправи 3. 
6. Показати, що формули вправи 2. є теоремами в формальній 

системі з аксіомами вправи 3. 
7. Показати, що формули вправи 1. є теоремами в формальній 

системі з аксіомами вправи 4. 
8. Показати, що формули вправи 2. є теоремами в формальній 

системі з аксіомами вправи 4. 
9. Задати формальну систему Шеффера. 

10. Задати формальну систему Пірса – Вебба. 

1.7.  Елементи логіки предикатів 

Сутність поняття предикату бере початок від еллінського вченого 
Аристотеля [2]. За предикат вибирається деяка n– місцина функція, 
значеннями якої є висловлювання про значення n– предметних 
об’єктів, зв’язок між якими задається у вигляді відношень або влас-
тивостей [3]. 

1.7.1.  Загальні відомості і визначення, числення предикатів 

Предикат пов'язаний з певною предметною областю, тобто облас-
тю на якій він визначений. У такій ролі може виступати будь яка фо-
рмалізована область людських знань. Для позначення об’єктів 
предметних областей використовують уніфіковані позначки з симво-
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лів деяких алфавітів iA , так предметні константи позначаються си-
мволами j ia A∈ , предметні змінні символи – j ix A∈ , а для позначен-

ня новоутворень, операцій застосовують функціональні символи 
k

i mf A∈ . Верхній індекс k  вказує на місцину функціональної залеж-

ності k
if . 

Подальшу уніфікацію позначень об’єктів предметних областей 
можливо виконати за допомогою термів. Терми будуються на введе-
них вище предметних символах констант, змінних та функціональних 
символах за допомогою додатних символів: (,)  і за наступною фор-
мальною схемою правил: 

1) терм jτ  є предметна константа j ia A∈ ; 

2) терм jτ  є предметна змінна j ix A∈ ; 

3) якщо 1 2, , , nτ τ τ…  послідовність термів і n
jf  функціональ-

ний символ, тоді терм jτ  є вираз виду 1 2( , , , )n
j nf τ τ τ… . 

Нехай кортеж 1 2 1 2( , , , )n nx x x A A A M∈ × × × =… …  – предметних 
змінних на алфавітах iA  і тернарний алфавіт {0, ,1}T µ= , тоді  

Визначення 1.9. предикатом 1 2( , , , )n
np x x x…  місцини n на кортежі 

M  зі значеннями з множини T  зветься функція :np M T→ . 
Предикат місцини n може бути визначений і на сукупності термів 

1 2( , , , )nτ τ τ… . 
Так наступні формули задають предикати: 

1) ( )p x = ( 0x > ) – одномісний або унарний; 

2) ( , )p x y = ( 2 2 2( ) 2x y x xy y+ = + + ) –  двохмісний або бі-
нарний; 

3) 1 2 3 4( , , , )p τ τ τ τ =( 2 2 2 2
1 2 3 4 0τ τ τ τ+ + + ≥ ) – чотирьохмісний; 

4) 1 2( , ,..., )kp x x x =  (якщо 1 1 2
1

0 1, ( , ,..., ) 1,
k

i k i
i

x f x x x x
=

≤ ≤ = =∑  

тоді предикат 2 1 2
1

( , ,..., ) log 0
k

k i i
i

f x x x x x
=

= − ≥∑ ) – місцини k . 

Постійні предметні значення , 1,2, ,ia i n= …  також належать до 
сукупностіM . У випадку, коли яка то змінна , 1kx M k n∈ ≤ ≤  при-
ймає постійне значення ka M∈ , тоді предикат місцини n стає 1n−  - 
місцинним. Якщо змінні предикату приймають постійні значення, то 
предикат є нуль - місцинним. 
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Визначення 1.10. Підмножина 1 2 1( , , , )n M Mτ τ τ ∈ ⊆… , на яких пре-
дикат 1 2( , , , )np τ τ τ…  приймає значення 1 є 1–істинно 
(0 , )хибно невизначеноµ− − , зветься множиною істинності (хибнос-
ті, невизначеності). У випадку співпадання множин, тобто 1M M=  

предикат np  звуть тотожньо істинним (хибним, невизначеним) на 
множині M . 

Визначення 1.11. Два предикати nf  і nh  визначені на сукупності 
M  рівносильні, якщо їх множини істинності, хибності, невизначенос-
ті співпадають. 

Наприклад, предикат ( 2 2 2 2
1 2 3 42 3 4 0x x x x+ + + ≥ ) рівносильний на 

дійсній сукупності до предикату 2 2 2 2
1 2 3 4( 0)x x x x+ + + ≥ .  

Розглянуті вище елементарні предикати визначені алфавіті T , то-
му до цих предикатів можливо застосувати звичайні операції логіки 
висловлювань 2 2 1 2 2( , , , , )∧ ∨ ¬ ⇒ ⇔ . 

Так, наприклад, якщо предикати ( )f x  і ( )h x  визначені на сукуп-
ності M , тоді і предикат ( ) ( ) ( )g x f x h x= ∧  визначений на – M , при-
чому множиною істинності gM M⊆ предикату ( )g x  буде спільна 

частина множини істинності предикатів f  і h відповідно fM M⊆  і 

hM M⊆ , тобто g f hM M M= ∩ . Аналогічно визначаються множини 

хибності та невизначеності предикату ( )g x . Також можливо ввести 
предикат ( ) ( ) ( )q x f x h x= ∨ , для якого множина істинності 

q f hM M M M= ⊆∪ . В свою чергу до отриманих предикатів також 

можливо застосувати логічні  операції. Так предикат ( )g x¬  є істин-
ним для тих і тільки тих значень x M∈ , для яких – ( )g x  є хибний. 

Елементарні предикати і сконструйовані на їх основі більш склад-
ні предикати, без відносно множини визначеності (на вільних змін-
них), прийнято називати формулами логіки предикатів. Після 
підстановки у формулу логіки предикатів замість змінних конкретних 
предикатів, визначених на певній сукупності M , формула з вільними 
змінними стає конкретним предикатом на цій множині M . 

Нехай 1F  і 2F  дві формули з множини формул F . 
Визначення 1.12. Формули 1F  і 2F  логіки предикатів називаються 

рівносильними на сукупності M , якщо для будь якої підстановки 
конкретних предикатів, визначених на – M , замість вільних змінних, 
ці формули утворюють рівносильність, за визначенням 1.11.  
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Не складно перевірити, що введене поняття рівносильності фор-
мул є відношенням еквівалентності, і тому множина формул F , ви-
значених на сукупності M , може бути покрита класами 
еквівалентності. Окрім того для рівносильних формул логіки преди-
катів мають місце ті ж самі властивості рівносильних висловлювань. 
Наприклад, за законом де Моргана справедливо 

1 2 1 2( ) ~F F F F¬ ∧ ¬ ∨ ¬ . 
Формальну систему на множині предикатів можливо побудувати 

за тією ж методикою, що і формальні системи логіки.  

1.7.2.  Завдання і вправи 

1. Виписати декілька одно-місцині предикати, визначені на ал-
фавіті { , , }A a b c= . 

2. Визначити множину істинності предикатів, якщо ,x y – дійсні 
числа: 

а) 2 4 0x − = , 

б) 2x y> , 

в) 2 4 0x + = , 

г) 2 2x y≥ . 

3. Визначити множину хибності для предикатів вправи 2. 
4. Визначити множину невизначеності для предикатів вправи 2. 
5. Як зміниться множина істинності предикатів вправи 2, якщо їх 

помножити на m і   а) 0m> ;   б) 0m< ;   в) 0m= . 
6. Як зміниться множина хибності при умовах вправи 5? 
7. Як зміниться множина невизначеності при умовах вправи 5?  
8. Якій умові повинні задовольняти предикати nf  і nh  на сукуп-

ності M , щоб предикат n nf h⇔  був:   
а) тотожньо-істинним;   
б) тотожньо-хибним;   
в) тотожньо-невизначеним? 

9. Якій умові повинні задовольняти предикати nf  і nh  на мно-

жині M , щоб предикат n nf h⇒  був:  
а) тотожньо-істинним;   
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б) тотожньо-хибним;   
в) тотожньо-невизначеним? 

10. Записати формулу: «через дві різні точки можливо провести 
тільки одну пряму». 

11. Визначити одномісний предикат, як характеристику нечіткої 
величини.  

1.8.  Підсумковий коментар 

Задачі викладання дисципліни «Програмна інженерія» поставлені 
у «Рекомендаціях» і частково вирішені стосовно проектування про-
грам, їх тестування, аналізу і інше, наведені у навчальному посібнику 
[11] вимагають більш широкого підходу до змістовного питання ви-
кладання цієї дисципліни. Дисципліна за «Рекомендаціями» передба-
чає знання основ формальних систем, і вміння застосовувати їх при 
моделюванні алгоритмів та їх представлені у вигляді програм. Тому в 
наведеному розділі розглянуті базові питання формалізму, формаль-
них систем, формальних структур, логічних числень, логічні пере-
творення та інших питань. 

У розділі, як і в наступних розділах посібника розглянуто прикла-
ди і наведено багато завдань та вправ, які доповнюють викладені ма-
теріали. Частина завдань може бути рекомендована викладачами для 
самостійного виконання студентами. 

Зауважимо, що застосування формалізмів може бути виконане як 
при проектуванні, так і  моделюванні алгоритмів та програм і їх логі-
чних перетвореннях за наступною рекомендацією: 

– задача, 
– виділення її сутностей, 
– формалізація, 
– схема алгоритму, 
– формальні перетворення, 
– програма, 
– формальні перетворення. 
Фрагменти цієї схеми застосовуються при розв’язанні ряду за-

вдань, розглянутих у додатках. 
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Розділ 2.  

Елементи множинних структур та 
відношень при розробці моделей програм 

У конструктивній математиці формальних систем принципово не 
використовується термін «множина» [12], але виходячи з природи 
програмування, введемо в обіг подальших викладень цей важливий 
термін. Предметна мова розділу складається з таких понять, як: мно-
жина, підмножини, елементи множини, операції над множинами, 
нечіткі множини, конструктивні множини, кортежі, потужність 
множин, множинні об’єкти, відношення, відношення еквівалентнос-
ті та інше. 

2.1.  Мета розділу 

За технологією програмування розробка програми починається із 
створення її моделі. Під моделлю програми розуміється спеціальний 
об’єкт в деякому відношенні її замінюючий. Об’єктом моделювання в 
програмній інженерії можуть бути окремі складові програми або про-
грама в цілому. До окремих об’єктів моделювання в першу чергу слід 
віднести різні структури даних, наприклад, списки, масиви, черги, 
абстрактні типи даних тощо, котрі моделюються такими математич-
ними об’єктами як множини, мультомножини та іншими. Моделю-
вання програм може здійснюватися за допомогою елементів теорії 
систем, яка представляється множиною об’єктів програми (операто-
ри, строки, процедури та інше) і відношеннями (зв’язками) на цій 
множині. Метою розділу є розширення понять різновидів множин і 
відношень для професійного моделювання окремих об’єктів і ком-
плексів програм в програмній інженерії. 
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2.2.  Поняття і способи визначення множини 

В математиці як і в інших науках зустрічаються деякі первинні 
поняття які сприймаються на інтуїтивному рівні або визначені за до-
помогою аксіом. Ця невизначеність обумовлена методологічними 
причинами, узагальненістю поняття, суперечливістю і іншими при-
чинами. До таких первинних понять має відношення поняття множи-
ни. Вийти з цього становища дозволяє описове визначення поняття 
множини.  

2.2.1.  Представлення множин 

Наведемо описове визначення множини і її складових. 
Визначення 2.1. Множиною зветься сукупність деяких однорідних 

вільних елементів.  
Елементи множини є неподільними об’єктами (приймаються та-

кими) і вільними по відношенню до порядку розташування у сукуп-
ності. Множини прийнято позначати великими літерами латинського 
або іншого алфавіту. Наприклад, позначимо через S – множину сту-
дентів університету, а через iS  – множину студентів i  – групи універ-
ситету. Для деяких множин визначеної природи прийняті позначення: 
N  є множина натуральних чисел, 0N  – множина натуральних чисел 
доповнена числом нуль, R  – множина дійсних чисел і інші. Елементи 
множини будемо позначати малими літерами з індексами або без них. 
Щоб вказати склад множини, тобто з яких об`єктів складається мно-
жина, будемо використовувати фігурні дужки {,} . Якщо у вище на-
веденому прикладі позначити студентів i  – групи університету як ijc , 

1,2, ,25j = … , тоді склад множини є 1 2 25{ , , , }i i i iS c c c= … .  
Зрозуміло, що кожен елемент множини може характеризуватися 

ім`ям або ім`ям і значенням (властивістю), які він має. Для того щоб 
позначати множину елементів, які мають властивість (значення) P– 
атрибут елемента, будемо використовувати такий запис 

{ ; }x xмає властивістьP  або { }Px  Наприклад, якщо студенти i – гру-
пи університету навчаються на відмінно, добре або задовільно, тоді 
можливо записати більш інформативну множину 

{ ; ( | | ), 1, ,25}ij ijc c вчаться на відмінно добре задовільно j = …   
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по відношенню до множини iS ; {1,2,3, }= …N  – означає, що множина 
N  складається з елементів, які мають імена: 1,2,3 і так далі, і їх зна-
чення є числа 1,2,3,…, ця множина характеризується іменами елемен-
тів і їх значеннями в одному позначені; нехай A скінчений алфавіт з 
елементами ia , тоді останній задається тільки множиною імен об`єктів 
(символів) 1 2{ , , , }nA a a a= … . З наведених прикладів видно, що множи-
ни можуть складатися із скінченої кількості елементів і їх звуть скін-
ченими в протилежному випадку – нескінченними множинами.  

В класичній теорії множин [2] множина, яка не складається ні од-
ного елемента і зветься порожньою множиною. Вона має позначення 
∅ , і конструктивно множна ∅  виникає, наприклад, при знаходженні 
перетину між двома множинами з різними елементами. Але у деяких 
випадках прикладних теорій таким чином введена порожня множина 
приводе до парадоксів. Наприклад, в теорії формальних граматик ал-
фавіти можуть мати порожні символи, в схематології програм [8] 
множини програм можуть складатися з порожніх програм, конфігу-
рації-множини алгоритмів Т`юрінга може складатися з порожніх си-
мволів, тому такі множини є порожніми за змістом , але не є ∅  – 
множинами у класичному розумінні. Щоб врахувати ці ситуації і 
уникнути подальших не порозумінь скористуємося результатами ро-
біт [12, 13].  

Визначення 2.2. Введемо в розгляд порожній елемент, який по-
значимо символом ο  і  будемо вважати, що:  

1) елемент ο  належить будь якій множині,  
2) для порожньої множини ∅  має місце умова { }ο∅ = .  

В подальшому ми переконаємося, що задана таким чином множи-
на ∅  не призводе до нових протиріч теорії множин.  

Наведені деякі представлення множин не дають повної уяви про 
формалізм їх задавання. Введемо символи: ∈– належить і ∉– не на-
лежить, тоді  запис x X∈  означає: x є елементом множини X  або x 
належить до множини X . Тепер множину iS  можливо записати та-
ким виразом { ; }ic c S∈ , в якому c – загальний елемент множини (зага-
льний студент групи). Після точки з комою вказані властивості цього 
елементу ic S∈ , а запис { ; , }ic c S c S∈ ∉  задає множину студентів уні-
верситету за виключенням студентів i - групи, тобто c S∈  але ic S∉ . 
Інколи множину можна задавати діапазоном значень, наприклад 
{ ; [ 1:0.1:1]}x x∈ − , що відповідає одномірній послідовності значень від 
–1 до 1 з кроком 0.1. Множини можна задати і функціональним спосо-
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бом, наприклад { }; ( ), , 2 2y y arctg x x xπ π= ∈ − < <ℝ  визначає мно-

жину елементів y , значення яких ( ) ( )V y arctg x= . При умові, що дій-
сне значення x знаходиться між 2π−  і 2π . Інші способи визначення 
множин розглянуто у роботах [16, 17]. 

2.2.2.  Підмножини 

Множина може бути часткою іншої множини, якщо кожен об`єкт 
однієї множини є об`єктом другої множини. Щоб показати таку зале-
жність використовують знаки включення ( , , ,⊂ ⊃ ⊆ ⊇ ). Тоді залежність 
по включенню відносно множин S і iS  можна записати як iS S⊂  або 

iS S⊃ , це означає, що множина iS  є підмножиною множини S. Ви-
падок включення B A⊆  означає, що множина B  включається у мно-
жину A або ці множини співпадають (складаються з однакових 
об`єктів). Наведемо деякі властивості включень: 

1) A A⊆  множина A є підмножиною самої себе; 
2) A∅ ⊆ , тому що за визначенням 2.2 Aο ∈ ; 
3) якщо виконуються включення A B⊆  і B C⊆ , тоді A C⊆ . 

Визначення 2.3. Множини A і B  звуть рівними (однаковими) 
( )A B= , якщо виконуються включення: A B⊆  і B A⊆ . 

Очевидні властивості рівності множин: 
1) A A= ; 
2) якщо A B= , тоді B A= ; 
3) якщо A B=  і B C= , тоді A C= . 

Якщо множина B  є підмножиною множини A і A не є підмножи-
ною множини B , тоді множину B  звуть власною підмножиною мно-
жини A. 

Твердження 2.1. Порожня множина ∅  є єдиною множиною. 
⊳  Дійсно, нехай 1∅  і 2∅  – дві порожні множини. Так як для будь 

якої множини A маємо, за другою властивістю включення, що 
A∅ ⊆ , тоді 2 A∅ ⊆  і 1 A∅ ⊆ . Взявши в якості A множину 1∅ , отри-

маємо 2 1∅ ⊆ ∅ , а взявши в якості A множину 2∅ , отримаємо 

1 2∅ ⊆ ∅ . Звідси маємо твердження 2 1∅ = ∅ . ⊲   
Об`єктами множини можуть бути множини. Множину усіх під-

множин множини A звуть булеаном множини A і позначають ( )AΡ . 
Якщо об`єкти множини є однотипними множинами Aα  тоді кажуть, 
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що задане сімейство множин { };A Iα α ∈ , у якому I  – множина інде-

ксів. Наприклад, якщо kP  – множина поліномів степені k  з цілими 
коефіцієнтами, то сімейство поліномів є { ; }kP k∈ℕ .  

На завершення цього параграфу розглянемо дві вправи. 
Вправа 2.1. Необхідно задати множину інтервалів визначених на 

множині ℝ . 
Спочатку визначимо об`єкти-інтервали [4, 5]. Інтервали на мно-

жині дійсних чисел можливо задавати декількома способами. Напри-
клад, як  

[ , ] { ; , }A a a x x a x a= = ∈ ≤ ≤ℝ  (2.1)

де числа a  і a  вказують на відстань від точки 0 на числовій вісі ℝ ; 
або як 

( , ) { ; , }A m c x x m c x m c= = ∈ − ≤ ≤ +∓ ℝ , (2.2)

де число m задає відстань від точки 0 на числовій вісі ℝ , а число 
c∈ℝ  вказує значення відхилення  від числа m Зрозуміло, що інтер-
вал A⊂ ℝ . 

Якщо позначити через m середину інтервалу A, тобто 
( ) 2m a a= + , а через l  – його довжину 2l a a c= − = , тоді очевидно, 

що вирази (2.1) і (2.2) визначають один і той же інтервал. Окрім того 
інтервал A можливо визначити і так ( , )A m l= . 

Між інтервалами A і B  існує звичайне включення, при цьому ін-
тервали співпадають A B=  тоді і тільки  тоді, коли ,a b a b= = . Ін-
тервал A є  виродженим, коли його кінці співпадають, тобто 
a a a= =  і інтервал A в цьому випадку ототожнюється з числом 
a∈ℝ . До речі, порожньому інтервалові відповідає [ , ]ο ο = ∅ . Якщо 
тепер множину всіх інтервалів позначити через ( )ℝI , тоді можливо 
записати, що ( )⊂ℝ ℝI . 

Вправа 2.2. На множині інтервалів визначити нечітку множину. 
Розв’язок поставленої задачі суттєво залежить від предметної об-

ласті, на якій визначена множина інтервалів. У якості предметної об-
ласті візьмемо ринкову економічну систему, насичену множиною 
товарів { ; }it i M∈ ⊂ ℕ , ціни яких залежать від якості, місця продажу і 
іншого, тому товар it  визначається інтервалом цін iX . За допомогою 
характеристичної функції : [0,1]i iXχ →  [11] введемо показник «ці-
нової ваги» товару, при цьому значення «цінової ваги» змінюється 
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від 0 до 1 і буде тим більшою, чим частіше, наприклад, ця ціна виста-
вляється в торговельній мережі. Якщо характеристика iχ  опукла фу-
нкція, така що  

1 2 1 2( (1 ) ) min{ ( ), ( )}i i ix x x xχ λ λ χ χ+ − > ,  1 2, ix x X∈   і   [0,1]λ ∈ , 

тоді пара ( , ( ))ix xχ  зветься нечіткою ціновою величиною товару it , а 
набір таких упорядкованих пар (кожен елемент пари знаходиться на 
фіксованому місці) утворює нечітку цінову множину товарів 

{( , ( )); , }i iX x x x X i Mχ= ∈ ∈ɶ . 

У тому випадку, коли інтервал iX  вироджений, тобто iX x= , ха-
рактеристика чіткого елемента x має значення ( ) 1i xχ = . Тоді для чі-
ткої множини цін X  товарів характеристика ( )xχ  приймає значення 

1, ;
( )

0,

x X
x

x X
χ

∈
=  ∉

. 

2.2.3.  Завдання і вправи 

1. Чи істинним є висловлювання: 

а) { } {{ , , },{ , }, , }a a b c a b a c⊂ ; 

б) { } { ,{ , },{ },{ }}a b a c a c⊂ ; 

в) , {{ , }, , }a b a b a c∈ ; 

г) {{ },{ , },{ }, }a a a b c b∈ ; 

д) { , } {{ , },{ }, , }a b a b c a b⊆ ? 

2. Наведіть приклади таких множин A, B  і C , для яких викону-
ється третя умова включень і для яких ця умова не виконується, 
тобто при включеннях A B⊆ , B C⊆  має місце A C⊆ . 

3. Довести істинність висловлювання ( ) ( )A A⊆ ∅ ⇔ = ∅ . 
4. Для довільних множин A, B  і C  довести наступні висловлю-

вання: 

а) (( ) ( )) ( )A B B C A C⊆ ∧ ⊆ ⇒ ⊆ ; 

б) (( ) ( )) ( )A B B C A C⊆ ∧ ⊂ ⇒ ⊂ ; 
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в) (( ) ( )) ( )A B B C A C⊂ ∧ ⊆ ⇒ ⊂ ; 

г) (( ) ( )) ( )A B B C A C⊂ ∧ ⊂ ⇒ ⊂ . 

5. Навести всі елементи множини булеана ( )P ∅ . 
6. Побудувати формальну систему над множиною інтервалів ( )ℝI . 
7. Побудувати формальну систему над нечіткою множиною впра-

ви 2.2. 
8. Довести, що дві множини однакові тоді і тільки тоді, коли зна-

чення їх перетину і об’єднання співпадають. 
9. Довести, що однаковість ( )=  множин – рефлексивна, симетрич-

на і транзитивна. 
10. Які множини утворюються наступними виразами? Які їх геоме-
тричні образи? 

а) 2{( , ); , , }x y x y x y= ∈ℝ , 

б) {( , ); | 5 | | 3 |, , }x y x y x y+ = − ∈ℝ , 

в) 2 2{( , ); , , }x y x y x x y= + ∈ℝ , 

г) 2 2{( , ); 4 , , , }x y y x x y x y= + = ∈ℝ , 

д) 2{( , ); , , }x y x y x y≥ ∈ℝ , 

е) 2{( , ); 4 , , }x y x y x y+ ≤ ∈ℝ , 

ж) 2{( , ); 2, 0, , }x y x y x x y= − < ∈ℝ , 

з) 2{( , ); , , , }x y x y x y x y< > ∈ℝ . 

2.3.  Множинні конструктивні об’єкти  

Розглянемо конструктивні об’єкти, за допомогою яких можливо 
будувати інші об’єкти множин програмної інженерії.  

2.3.1.  Алфавіти 

Найпростішим прикладом таких об’єктів є букви природної мови, 
з яких будуються слова, іншим прикладом конструктивних об’єктів є 
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вертикальна риска (|), за допомогою якої можливо побудувати мно-
жину натуральних чисел:  {1 – |, 2 – ||, 3 – |||, ...}. Також набір із вер-
тикальної (|), горизонтальної (−) та нахиленої  (/) рисок, що дозволяє 
побудувати цілі та раціональні числа [12], або цифри поштових інде-
ксів. Природа конструктивного об’єкту різна (буква, знак, цифра, ри-
ска і інше), тому будемо використовувати уніфіковану назву імені 
об’єкту «символ». Таким чином 

Визначення 2.4. Множину символів (елементів)  будемо називати  
алфавітом. 

Наприклад, для вище розглянутих прикладів { , , , , }A а б в я= …  – 
алфавіт української мови, {|}B = – алфавіт натурального ряду. В по-
дальшому будуть розглядатися множини як алфавіти, котрі задоволь-
няють наступним умовам: 

– алфавіт складається з скінченої кількості символів, тобто він 
скінчений, 

– порожній символ ο  завжди належить алфавітові, хоча не завжди 
виділяється в переліку його символів; 

– символи алфавіту різні, тобто однакові символи в алфавіті не 
допускаються; 

– елементами множини можуть бути різні комбінації символів 
цього ж алфавіту. 

Згідно з умовами об’єкти алфавітів можуть бути простими і спо-
лученими. Прості об’єкти неподільні, тобто не можуть бути сполучені 
з символів даного алфавіту. Сполучені ж об’єкти складаються з біль-
ше як одного символів алфавіту. Сполучення a aο =  будемо відноси-
ти до простих елементів. Наприклад, алфавіт { , , , , }A a b ab aabο=  
містить в собі три простих елементи (символи) , ,a bο  і два сполуче-
них елементи ,ab aab. Наведемо декілька важливих визначень.  

Визначення 2.5. Розміром алфавіту A зветься кількість його прос-
тих елементів (символів) і позначається dim A.  

Так для алфавіту { , , , , }A a b ab aabο=  його dim 2A = , 
dim{ } dim 0ο = ∅ = . 

Визначення 2.6. Алфавіт зветься базисним або стандартним, якщо 
він складається тільки з символів, тобто усі його елементи прості. 

Наприклад, двійковий алфавіт { , }B a b=  – стандартний.  
Якщо A B⊆ , тоді кажуть, що алфавіт A є підалфавітом алфавіту 

B  і в разі A B⊂  кажуть, що A є власним під алфавітом алфавіту B . 



45 
 

Визначення 2.7.  Алфавіти A і B  звуть рівними ( )A B= ( )A B= , 
якщо виконуються включення A B⊆  і B A⊆ . 

2.3.2.  Конструктивні об’єкти  

Конструктивні об’єкти є екземплярами структур даних в програ-
муванні. На заданому алфавіті можливо побудувати різні конструк-
тивні об’єкти типи даних, строки програм тощо. 

Нехай задано деякий алфавіт A. 
Визначення 2.8. Словами (ланцюжками) над алфавітом A будемо 

називати конструктивні об’єкти, котрі побудовані за допомогою інду-
ктивного процесу: 

– слово ε ο=  є порожнім словом; 
– якщо конструктивний об’єкт l  – слово над алфавітом A, тоді 
конструктивний об’єкт ,l Aα α ∈  є також слово, побудоване над 
алфавітом A. 

З визначення 2.8 маємо: 
– що l l lε ε= = , тобто порожнє слово виступає в ролі одиниці 
множини слів;  

– якщо l  слово над алфавітом A, тоді за індуктивним процесом 
illl l l=…  також слово над алфавітом A; 

– очевидно, 0l ε= ,  
– над алфавітом { , , , , }a b ab aabο  можливо отримати нескінченну 
сукупність слів { , , , , , , }a b aa bb abε … .  

Множину слів побудованих над алфавітом A будемо позначати 
через ( )AF . 

Нехай l  слово над алфавітом A, тобто 1 2 ( )kl a a a A= ∈… F , тоді 
Визначення 2.9. Довжиною слова l  над алфавітом A є кількість 

символів, з яких складається це слово і позначають її так l k= . 

Приймемо довжину порожнього слова ε  за 0ε = . Зрозуміло, що 

будь яке не порожнє слово має довжину 1k ≥ . Якщо 1l  і 2l  слова 
множини ( )AF , тоді для довжини слів мають виконуватися властиво-
сті 

1 2 1 2l l l l= +   і  1 1
il i l= . (2.3)
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Визначення 2.10. Два слова 1 2 ( )ml b b b B= ∈… F  і 

1 2 ( )nq a a a A= ∈… F  однакові l q= , якщо l q=  або n m=  і i ia b=  для 

всіх значень індексів 1 i n≤ ≤ . 
Таким чином ми визначили формальну систему AS  над алфавітом 

A, але побудовану за допомогою індуктивного (рекурсивного) прави-
ла ,l l Aα α= ∈ , на основі якого побудована вільна мова * ( )A A= F .  

Якщо слова , ( )l q B∈F , то може статися, що слово l  є частиною 
слова q , тобто q xly= , де , ( )x y B∈F , у цьому випадку слово l  звуть 
підсловом (підланцюжком) слова q . Питання пов’язані з досліджен-
ням повторних входжень підслів в слова множини ( )BF  розгляда-
ються в проблемі Туе [13]. 

Розглянемо деяку конструктивну множину W  це може бути алфа-
віт або будь яка множина слів. 

Визначення 2.11. Упорядкована послідовність елементів (взагалі, 
різної природи) , 1,2, ,iw W i n∈ = … , тобто кожен елемент iw  займає 
i – те місце у цій послідовності, зветься упорядкованим кортежем 
(кортежем) розміру n і позначається як 1 2( , , , )nw w w… . 

Звертаємо увагу на те, що кортеж може бути неупорядкованим, 
але він відрізняється від множини неоднорідністю елементів. Якщо 

2n = , тоді упорядкований кортеж 1 2( , )w w  звуть упорядкованою па-
рою. Вважається, що два кортежі 1 2( , , , )nw w w… , 1 2( , , , )my y y…  спів-
падають, якщо вони мають однаковий розмір n m=  і 

, 1,2,i iw y i n= = … . Очевидно, що кортежі 1 2( , , , )nw w w…  і 

2 1( , , , )nw w w…  різні, а пара ( , ) ( , )w w wο ο= =  є  виродженою. Кортеж 
порожній, якщо він утворений з порожніх елементів ( , , , )ο ο ο ο=… . 
Кортежі, як елементи можуть утворювати конструктивні множинні 
об’єкти [16, 17]. Частковим випадком упорядкованого кортежу є спи-
сок, у якому об’єкти мають однакову природу.  

Вправа 2.3. Конструктивно над двійковим алфавітом {0,1}  побу-
дувати вісімкову систему числення.  
⊳  У вісімковій системі числення кількість різних конструктивних 

об’єктів ia  дорівнює восьми, тобто 1 2 8( , , , )a a a… .  
Виходячи з того, що ia  повинні будуватися над двійковим алфаві-

том, тому довжина | | 3ia =  ( 32 8= ) для 1,8i = . Тепер процес побудови 
слів ia  відбувається за схемою алгоритму: спочатку набір 

1 2 8( , , , )a a a…  поділяється навпіл і першій групі набору приписується 
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символ 0, а другій – 1, як зображено на рис. 2.1, потім знову кожна з 
груп поділяється навпіл і першій приписується – 0, другій – 1 і так 
далі поки в кожній групі не зостанеться по одному об’єкту. Кодові 
слова вісімкової системи числення отримаємо, читаючи символи 0 
або 1 спочатку процесу ділення (див. рис. 2.1). ⊲  
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Рис. 2.1. Кодування вісімкової системи числення 

Питання розглянуте у вправі 2.3 відноситься до проблем кодуван-
ня інформації [3] при передачі даних в каналах зв’язку без завад. 

Наведена на рис. 2.1 схема відтворює схему алгоритму ефективно-
го кодування Шеннона, якщо ia  настають з однаковою ймовірністю. 

Зрозуміло, що над множинами слів, кортежів можливо будувати 
більш складні формальні конструкції мультимножин, гібридних 
конструкції-строк програм тощо. 

2.3.3.  Завдання і вправи 

1.  Створити конструктивний алфавіт для відтворення поштових 
індексів міст та населених пунктів України. 

2.  За допомогою яких конструктивних алфавітів можливо створи-
ти: 
а)  множину інтервалів;  
б) множину кінцевих десятинних дробів;  
в) множину двійкових чисел? 

3.  Записати декілька раціональних чисел з застуванням алфавіту 
символів { ,|, /}− . 

4.  Записати відомі символи функцій і вказати, які з них є прости-
ми, сполученими для заданого алфавіту. 
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5.  Побудувати алфавіт на відомих автошляхових знаках, вказати 
прості символи. 

6.  Навести приклади базисних алфавітів розміру: 1; 2; 3; 4. 
7.  Для алфавіту { , , , , , }a b ab c d cd  вказати власні підалфавіти.  
8.  Для заданих алфавітів 1 2{ , , , , }nA a a aο= …  і 1 2{ , , , , }mB b b bο= …  

знайти їх розміри. 
9.  Записати алфавіти мов програмування PASCAL  і C. 

10.  Яка вільна мова може бути створена на алфавітові {0;1}B = ? 
11.  Що собою уявляють кортежі у програмах записаних на мовах 

PASCAL і C?        
12.  Закодувати декілька слів у трійковому алфавітові {0,1,2} . 
13.  Закодувати декілька слів у двійковому алфавітові { ,|}− . 

2.4.  Операції над множинами 

Конструювання множинних об’єктів можна виконувати за допо-
могою операцій, деякі з яких розглядаються у цьому підрозділі. 

2.4.1.  Поняття операції і функціональної операції 

Під операцією розуміють певну дію, яка виконується над 
об’єктами або над їх іменами (символами), або над їх значеннями – 
операндами. Кожна операція пов’язана з визначеною для неї кількіс-
тю місць. В залежності від природи операндів  операцію називають 
арифметичною, логічною, множинною та ін. Операції прийнято по-
значати знаками-символами. Наприклад, відомі арифметичні опера-
ції: додавання, віднімання, множення і ділення позначаються 
символами ( , , ,:)+ − × . За кількістю місць операції визначається її міс-
цину (місність), наприклад, арифметичні операції двомісні і це по-
значається верхнім відповідним індексом, як 2 2 2 2, , , (:)+ − × . 

Крім того можливо розглядати і «функціональні» операції визна-
чені як функції (відображення, алгоритми). Наприклад, sin, lg,  – 
одномісні функції; max, min – k -місні функції. В загалі то, для по-
значення k -місних функцій використовують символьні позначення 

, ,k kf h … або позначення з індексами , ,k k
i jf h …. Слід відрізняти сим-
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вольне позначення функції kf  від значення цієї функції так, якщо 

1 2, , , kt t t…  – терми, тоді наступний вираз  1 2( , , , )k
kf t t t…  є також 

терм. 
Визначення 2.12. Сигнатурою – Σ  називають множину знаків-

символів операцій (функцій, відображень) з врахуванням їх місцини  

2.4.2.  Правила виконання множинних операцій 

Розглянемо множину операцій, яка задається сигнатурою 

{ }2 2 2 2 1 2, , (\) , , (') ,Σ = ∆ ×∪ ∩  і операції діють на підмножинах деякої 

множини D . Припустимо, що A, B  і C  – підмножини множини D . 
З’ясуємо за якими правилами діють ці операції. 

Операція об’єднання ( )∪  визначається за формулою: 

, { ; }A B C C x x Aабо x B= = ∈ ∈∪ , 

тобто об’єднання  двох множин A і B  є множина C , елементи якої 
належать множині A або множині B . Якщо множини – алфавіти, тоді 
результуючий алфавіт звуть розширеним алфавітом BA  – читається, 
як «алфавіт A розширений алфавітом B». Наприклад, 

1 2 3{ , , }A a a a= , 1 2 1 2{ , , , }B b b a a= , тоді розширення алфавіту A алфаві-

том B  є 1 2 3 1 2{ , , , , }BA a a a b b= . 
Операція перетину ( )∩  двох множин визначається як 

, { ; }A B C C x x Aі x B= = ∈ ∈∩ , 

тобто множина C  складається із спільних елементів множин A і B . Для 
попереднього прикладу множин A і B  їх перетин є 1 2{ , }A B a a=∩ . 
В тому випадку, коли A і B  задовольняють умові A B⊃  розглядають 
операцію різниці (\) , за якою  

{ }\ , ; { }A B C C x x Aі x B ο= = ∈ ∉ ∪  

множина C  складається із елементів множини A за виключення еле-
ментів множини B  і доповнюється порожнім елементом. Якщо мно-
жини A і B  алфавіти, тоді різницю \A B називають звуженням 
алфавіту A алфавітом B  і позначають BA . Наприклад, для введено-
го вище алфавіту A і 1 2{ , , }B a aο=  маємо звуження  3{ , }BA aο= . 
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Операція симетричної різниці ( )∆  між множинами  A і B  визна-
чається як комбінація операцій різниці та об’єднання за правилом 

( \ ) ( \ )A B A B B A∆ = ∪ . 

Операція доповнення ( )′  підмножини A до підмножини D  визна-
чає її частку 1D D⊂  так, що для кожного 1x D∈ , x A∉ .   

Декартовий добуток ( )×  на множинах A і B  визначає множину 
упорядкованих пар ( , )a b , тобто  

, {( , ); }A B C C a b a Aі b B× = = ∈ ∈ . 

На множині довільних кортежів розміру n визначається більш 
складний декартовий добуток множин 1 2, , , nA A A…  

1 2 3 1 2

1 2 1 1 2 2

(( ( ) ) )

{( , , , ); , , , }
n n

n n n

A A A A A A A

a a a a A a A a A

× × × × = × × =
= ∈ ∈ ∈
… … …

… …
. 

У тому випадку коли всі множини 1 2, , , nA A A…  однакові, тобто 

iA A= , їх декартовий добуток записується скорочено 
nA A A A× × × =… .  

Наведемо деякі властивості, яким задовольняють розглянуті опе-
рації.  

1) A B B A=∪ ∪ ,  
A B B A=∩ ∩  – властивість комутативності. 

2) ( ) ( )A B C A B C=∪ ∪ ∪ ∪ , 
( ) ( )A B C A B C=∩ ∩ ∩ ∩ ,  
( ) ( )A B C A B C× × = × ×  – властивість асоціативності.  

3) ( ) ( ) ( )A B C A B A C=∩ ∪ ∩ ∪ ∩ ,  
( ) ( ) ( )A B C A B A C=∪ ∩ ∪ ∩ ∪ , 
( ) ( ) ( )A B C A B A C× = × ×∪ ∪ , 
( ) ( ) ( )A B C A B A C× = × ×∩ ∩  – властивість дистрибутивності. 

4) ( ) ' ' 'A B A B=∪ ∩ , 
( ) ' ' 'A B A B=∩ ∪  – властивість де Моргана. 

5) A A A=∪ , 
A A A=∩  – властивість ідемпотенції.  
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6) 'A A D=∪ , 
A A A=∩  – властивість доповнення.  

7) A D A=∩ . 

8) A A∅ =∪ . 

9) A A×∅ = .  

Класично вважається, що дві множини не перетинаються, якщо 
вони не мають спільних елементів крім порожнього елемента ο , тоб-
то A B = ∅∩ .  

Як бачимо, введена конструктивним чином порожня множина, 
при уточнені класичної операції доповнення, не виводе за межі кла-
сичної теорії множин. Але, слід зауважити, що в класичній теорії 
множин має місце властивість A×∅ = ∅ , однак для пари ( , )a aο = , 
яка відповідає цьому добуткові в нашому випадку не прийнятна, тоб-
то A×∅ ≠ ∅ , якщо A ≠ ∅ . 

Вправа 2.4. На лінійній системі E  над множиною дійсних чисел 
необхідно задати формальну систему інтервалів ES . 

З’ясуємо спочатку, що розуміється під лінійною системою. Мно-
жина E  зветься лінійною системою, якщо для кожних двох її елемен-
тів x і y  визначена їх сума x y E+ ∈  і для будь якого елемента x та 
числа a∈ℝ  визначений добуток ax E∈ , причому ці операції задово-
льняють наступним умовам: 

1) ( ) ( )x y z x y z+ + = + + ; 
2) x y y x+ = + ; 
3) у множині E  існує такий елемент θ , що для будь якого 

x E∈  виконується 0x θ= , 0∈ℝ ; 
4) ( )a b x ax bx+ = + ; 
5) ( )a x y ax ay+ = + ; 
6) ( ) ( )ab x a bx= ;        
7) 1 x x⋅ =  1∈ℝ . 

⊳ За умовою вправи елементи ,x y∈ℝ , тому 0θ = .  

Розглянемо декартовий добуток 2E . Кожній упорядкованій парі 
2( , )x y E∈  буде відповідати інтервал [ , ]x y , x y≤ .  

До множини аксіом Λ  віднесемо умови 1) – 7) та умову «для будь 
якого x∈ℝ ».  

Систему правил виводу інтервалів P  задамо так:  

σ =  (для будь якого x∈ℝ ), 
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1 (( ) ( ))x y z x y zσ = + + = + + , 

..., 

7 (1 )x xσ = = , 

xσ → , 

[ , ]x x y x y→ − + , 

( 1)x y x y− → + − , 

iy σ→ , 

, 1,2,...,7ix i→ =σ .⊲  

Визначена таким чином формальна система утворює симетричні 
інтервали і в свою чергу задає лінійну систему на множині інтервалів. 

2.4.3.  Завдання і вправи 

1. Для алфавітів 1 2{ , , , , }nA a a aο= …  і 1 2{ , , , , }mB b b bο= …  знайти 

BA  і AB . 

2. Для алфавітів { }A ο= , 1 2{ , , , , }i iA a a aο= … , де 1,i n= . Знайти 

, 1,
iAA i n= ; 

1
, 2,

ii AA i n
−

= ; 1 , 2,
ii AA i n− = . 

3. Для алфавітів завдання 1, знайти BA  і AB . 

4. Для алфавітів завдання 2, знайти ,
iAA  i AA , 1,i n= ; 

1ii AA
−

, 1 ii AA − , 

2,i n= . 
5. Довести, що для будь яких множин A і Bсправедливі наступні 

співвідношення: 
а)  A B A B∅ ⊆ ⊆∩ ∪ ; 
б)  ;A A B B A B⊆ ⊆∪ ∪ ; 
в)  ;A B A A B B⊆ ⊆∩ ∩ . 

6. Для довільних множин A і B  довести, що висловлювання 
( ) ( )A B A B= ∅ ⇔ = = ∅∪  – істинне. 

7. Довести властивості операцій над множинами 1 – 9 (стор. 50-51). 
8.  Визначити операції , , \∪ ∩  через операції: 

а) ∆  і ∪ ; 
б) ∆  і ∩ . 
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9. Нехай задані множини ,A B і C  такі, що B A C⊆ ⊆ . Розв’язати 
відносно множини X  наступні системи рівнянь  

,

;

A X B

A X C

=
 =

∩

∪
, 

\ ,

;

A X B

A X C

=
 = ∪

. 

10. Довести, що 

ij ij
i I j J j J i I

A A
∈ ∈ ∈ ∈

=∪∪ ∪∪ , 

ij ij
i I j J j J i I

A A
∈ ∈ ∈ ∈

=∩∩ ∩∩ . 

2.5.  Множинна потужність 

Важливою характеристикою множин, яка не залежить від природи 
її елементів, є потужність. Поняття потужності множин введено 
Г. Кантором у 1874 р.  

2.5.1.  Поняття і визначення потужності множин 

Для скінченої множини A кількість її елементів приймається за 
потужність множини і позначається як #A, в цьому випадку розмір і 
потужність множини співпадають але в загалі це не так. 

Розглянемо дві множини A і B , якщо кожному елементу a A∈  за 
яким то правилом поставлений у відповідність об’єкт ( )f a , тоді пра-
вило f  називають функцією; якщо ж всі об’єкти ( )f a B∈ , тоді спі-
вставлення ( )f a  називають також відображенням з A в B . В загалі, 
відображення f  визначена на декартовому добутку, тобто f A B∈ ×  і 
записується як :f A B→ . Відображення f  множини A на множину 
B  зветься однозначним, якщо  будь яким двом елементам 1 2a a A≠ ∈  
відповідають різні об’єкти 1 2( ) ( )f a f a≠  множини B . У тому випад-
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ку, коли до відображення f  існує обернене відображення 
1 :f B A− → , яке також є однозначним, тоді кажуть, що відображення 

f  є взаємно однозначним або бієкцією.  Наприклад, відображення за 

правилом 2x , x +∈ℝ  є взаємно однозначним в дійсній множині дода-
тних чисел і не є таким на множині дійсних чисел ℝ . 

Визначення 2.13. Множини A і B  мають однакову потужність, 
якщо існує взаємно однозначне відображення A на B .  

Розглянемо, наприклад, дві множини: {1,2,3, }…  і {2,4,6, }… , зро-
зуміло, що між їх елементами k  і 2k  існує взаємно однозначне відо-
браження, якщо 1,2,3,k = …. Таким чином, множина натуральних 
чисел ℕ  має однакову потужність з множиною усіх парних натура-
льних чисел.  

Потужність множин в певному розумінні визначає їх «розмір». 
Так множина A зветься скінченою, якщо вона має потужність одна-
кову з множиною {1,2,3, , }n… , тобто #A n= . Множина, яка не є скін-
ченою, зветься нескінченною. 

Визначення 2.14. Нескінченна множина, яка має однакову потуж-
ність з множиною натуральних чисел ℕ , зветься переліченою мно-
жиною. 

Потужність множини натуральних чисел ℕ  прийнято позначати 
як 0ℵ . 

Визначення 2.15. Множина, яка має потужність однакову з мно-
жиною дійсних чисел ℝ  зветься континуальною, або кажуть, що вона 
має потужність континуума. Множині ℝ  приписується потужність 

0# 2ℵ=ℝ  або # = ℵℝ .   
У розглянутому вище прикладі множина парних чисел є переліче-

ною, тобто її потужність є 0ℵ . А множина точок інтервалу 

( )2, 2π π−  не є переліченою, виходячи з того, що відображення tgx 

є взаємно однозначним між множиною ( )2, 2π π−  і множиною ℝ , 

тобто заданий інтервал має потужність континуум – ℵ .  
Питання відносно переліченості тієї чи іншої множини A, тобто 

побудови взаємно однозначного відображення множини A на мно-
жину ℕ  розв’язується [6]. Деякі питання переліченості множин вине-
сені у вправи цього пункту.  

Розглянемо декілька важливих для подальшого властивостей пе-
релічених множин та встановимо одну особливість множини елемен-
тів вільної мови, побудованій на заданому алфавіті. 
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2.5.2.  Властивості потужностей 

Властивість 2.1. Будь яка підмножина переліченої множини скін-
чена або перелічена. 

Властивість 2.2. Об’єднання переліченого сімейства перелічених 
множин – перелічене. 
⊳  Наведемо алгоритм доведення властивості 2.2. Для цього розгля-

немо сімейство перелічених множин 1 2, ,A A … і нехай 1 2, ,i ia a … – еле-
менти множин 1,2,iA i = … Тоді існує скінчена кількість елементів 

ika , для яких має місце 2i k+ = ; а також існує лише скінчена кількість 
елементів ika , за для яких 3i k+ =  і так далі. Тепер перенумеруємо спо-
чатку за зростанням індексу i  всі елементи ika , для яких 2i k+ = ; потім 
за послідовністю наступних чисел пронумеруємо елементи, для котрих 
– 3i k+ = , і так далі. Зрозуміло, що при такій нумерації кожен елемент 

ika  має певний номер і різні елементи мають різні номери. Таким чи-

ном, об’єднання i
i

A
∈ℕ
∪ – перелічене. ⊲  

Розглянемо деякий алфавіт 1 2{ , , , }nA a a a= …  і вільну мову ( )AF  
утворену на цьому алфавітові, тоді має місце 

Твердження 2.2. Вільна мова ( )AF  – перелічена.  
⊳ Виберемо в мові ( )AF  спочатку всі ланцюжки довжини 1 і 

утворимо з них множину 1A , потім множину 2A  – з усіх ланцюжків 
мови довжини 2 і так далі. Таким чином побудована множина 

1 2{ , , }A A …  є переліченою, окрім того ланцюжки кожної з множин kA  

перелічені тому, що кількість її елементів дорівнює kn . Зрозуміло, що 
вільна мова тепер може бути представлена як ( ) k

k

A A
∈

=
ℕ

∪F  і за влас-

тивістю 2.2 отримаємо результат твердження. ⊲  

2.5.3.  Завдання і вправи 

1. Для множин { , , }A a b c=  і { , , , , }B a b d h p= , знайти C A B= ∪  і 
#C . 

2. Показати, що для множини 0 {0}=ℕ ℕ∪  її потужність 0 0# = ℵℕ . 
Вказівка: скористатися відображенням ℕ  у 0ℕ  за правилом 1x x−֏  
і довести бієкцію цього відображення. 
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3. Розробити алгоритм того, що множина ℤ  цілих чисел переліче-
на. 
Вказівка: скористатися відображенням ℤ  у 0ℕ  за правилом 

( )z f z֏ , де 
2 1, 0;

( )
2 | |, 0.

z якщо z
f z

z якщо z

+ ≥
=  <

 

4. Довести, що множина ℚ  раціональних чисел має 0# = ℵℚ . 
Вказівка: скористатися конструктивним алфавітом { ,|, \}−  для пред-
ставлення ℚ . 

5. Довести, що множина ℝ  не перелічена. 

6. Довести, що скінчена множина потужності k  містить 
!

( )! !

k

k i i−
 

різних підмножин потужності i k≤ . 
7. Нехай [ , ]a b  і [ , ]c d  інтервали числової вісі ℝ , знайти геометри-

чні інтерпретацію множин:  
а) [ , ] [ , ]c d a b× ; 

б) 3[ , ]a b ; 

в) 4[ , ]a b . 
8. Нехай множини A і B  такі, що #A k=  і #B m= . Для яких зна-

ченнях k  і m між множинами A і B  існує взаємно однозначне відо-
браження? 

9. Встановити взаємно однозначне відображення між декартовими 
добутками kA  і rA , якщо {1,2, }r k∈ … . 

10. Довести, що можливо встановити взаємно однозначне відо-
браження між множинами:  

а) A B×  і B A× ; 
б) ( )A B C× ×  і ( )A B C× × . 
11. Нехай :f A A→  взаємно однозначне відображення. Довести, 

що 1f −  також взаємно однозначне відображення. 
12. Довести, що, якщо з переліченої множини видалити скінчену 

кількість елементів, то отримаємо перелічену множину. 
13. Довести, що, якщо всі множини сімейства iA  скінчені, попарно 

не перетинаються і не порожні, тоді множина i
i

A∪  перелічена. 
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2.6.  Відношення 

Одним з основних понять математики у тому числі і конструктив-
ної є відношення, яке застосовується для визначення зв’язків між де-
якими об’єктами. Теорія відношень є однією з гілок загальної алгебри 
[7,18 ] і роль відношень у сучасній математиці суттєво зросла після 
теоретико-множинної реконструкції проведеної у двадцятому століт-
ті. З позицій відношень можливо трактувати звичайні алгебраїчні 
операції, функції та відображення, предикати математичної логіки і 
інші об’єкти математики та програмної інженерії. Предметна мова 
відношень охоплює такі поняття як: об’єкти відношень, типи відно-
шень, порядок відношень, місність відношень, операції над відношен-
нями, відношення еквівалентності, гомоморфізм відношень та інші. 

2.6.1.  Поняття та визначення відношень 

Розглядаючи ті чи інші об’єкти предметної області, виконуючи 
аналіз множин цих об’єктів тощо ми з’ясовуємо, що між ними існує 
деякий зв'язок, вони знаходитись в певному відношенні. Наприклад, 
букви: «а» і «б» українського алфавіту знаходяться у відношенні по-
рядку,  тобто буква «б» слідує за буквою «а»; значення чисел натура-
льної множини також знаходяться у відношенні порядку бо між будь 
якими числами 1 2,k k ∈ℕ  завжди можливо вказати, що 1k  «більше» за 

2k , 1k  «менше» 2k  або 1k  «дорівнює» 2k . Для позначення відношень 

будемо використовувати грецькі символи з верхнім індексом, який 
вказує на місність відношення, або при потребі спеціальні знаки 
( , , , , , , )→ > < = ≠∼ … , наприклад, двомісне відношення 

2 : 2 ; 1,2,3y x xα → =  задане у вигляді формули, яка вказує на те, що 
цілим числам 2,4,6y =  ставиться у відповідність ( )→  числа 

1,2,3x = . Для того, щоб вказати на яких конкретно множинах визна-
чене відношення застосовують нижні індекси його позначки, так для 
попереднього випадку можливо записати 2

,Y Xα , де {2,4,6}Y =  і 

{1,2,3}X = . Причому звертаємо увагу на послідовність розташування 

індексів у відношенні, бо не завжди має місце 2 2
, ,Y X X Yα α= . 

Нехай скінчена послідовність множин 1 2, , , nA A A…  така, що хоча б 
один її елемент не порожня множина і розглянемо декартовий добу-
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ток на цих множинах 1 2 nA A A× × ×… . Зрозуміло, що при зробленому 
припущенні цей добуток є не порожньою множиною. 

Визначення 2.16. n– місним відношенням, або коротше n- відно-
шенням nρ  (відношенням порядку n) на послідовності  множин 

1 2, , , nA A A…  зветься правило або закон за яким декартовому добутку 

1 2 nA A A× × ×…  ставиться у відповідність його частка. Отже відно-

шенням 
1 2, , , n

n
A A Aρ …  на послідовності 1 2, , , nA A A…  є підмножина декар-

тового добутку 1 2 nA A A× × ×… . 
В подальшому, при потребі, замість виразу щодо відношення 

1 2, , , n

n
A A Aρ …  будемо користуватися скороченим записом 

i

n
Aρ . Включення 

1 2i

n
A nA A Aρ ⊆ × × ×…  означає, що елементи множин , 1,2, ,jA j n= …  

знаходяться у відношенні 
i

n
Aρ  і, якщо елементи , 1,ij ja A j n∈ = … , тоді 

послідовність 1 2( , , , )
i

n
i i in Aa a a ρ∈… , де індекс 1,2, ,i n= … . 

2.6.2.  Представлення і властивості відношень 

Відношення формальних систем можуть представлятися у вигляді 
таблиць, матриць, графіків, алгоритмів і інше. Наприклад, бінарне 
відношення 2

,A Bρ  на алфавітах { , , }A a b c= , { , , }B x y z=  можливо зо-

бразити у вигляді однієї з форм, представлених на рис. 2.2.  
 

,A B

a x

a y

b x

c z

ρ

 
 
 =
 
 
 

,                   * *

*

*

A x y zB
a

b

c

, 

  а                                       b                                                  c 

Рис. 2.2. Представлення відношень 

Представлене на рис. 2.2, a відношення ,A Bρ  є матрицю суміжності, 

кожен стовпчик якої відповідає елементам множин, на яких визначене 
це відношення (перший відповідає множині A, другий – B ). Табличне 
зображення відношення (див. рис. 2.2, b) вказує (зірочкою) які елемен-
ти множини A знаходиться у відношенні до елементами множини B . 

b 

a 

c 

x 

y 

z 
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Нескладно бачити, що площинне табличне зображення відношення 
зручно наводити для бінарних або тринарних відношень. Графічне зо-
браження відношень (див. рис. 2.2, c) наглядне і не потребує пояснень, 
може бути застосоване для зображення відношень місцини 2n ≥ . До-
речи, бінарне відношення можливо записати у вигляді набору пар кор-
тежів, наприклад, для відношень рис. 2.2 маємо: 

{ }2
, ( , ), ( , ),( , ),( , )A B a x a y b x c zρ = . 

В подальшому при зображені відношень 
j

n
Aρ  ми будемо користу-

ватися цими або іншими формами, причому інколи при матричній 
формі представлення будемо вказувати тільки i – рядок цієї матриці 
за допомогою виразу 1 2( , , , )n

i i ina a aρ … . 

Визначення 2.17. Перерізом відношення 
j

n
Aρ  по набору елементів 

множин 1 2, , , nA A A…  і 1 2 1 1( , , , , , , )ij i i ij ij inA a a a a a− += … …  зветься множи-

на ( ) { ; }
ij

j n
A ij ij jP a a Aρ = ∈ , а множина { }( )

ij

n j n
j AA Pρ ρ=  зветься фак-

тор-множиною множини jA  по відношенню до 
i

n
Aρ . 

Для прикладу розглянемо відношення 3ρ  на алфавітах 
{ , , , }A a b c d=  і {0,1}B =  

3
, ,

1 0 1

1 1 1

1 1 0

0 0 1

A A B

a b c d

a

b

c

d

ρ =  (2.4)

Переріз цього відношення по набору ( , )a b  є 3 3
, ( ) {1}a bP ρ =  і відпо-

відно 2 3
,1( ) { , }aP b dρ = , а фактор-множина множини B  по відношенню 

до 3
, ,A A Bρ  задається виразом: 

{ }3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3
, , , , , , , , , , , ,, , , , , , , , , , ,a b a c a d b a b c b d c a c b c d d a d b d cB P P P P P P P P P P P Pρ =  (2.5)

де 3
, 1a bP = , 3

, 0a cP = , 3
, 1a dP = , 3

, 1b aP = , 3
, 1b cP = , 3

, 1b dP = , 3
, 1c aP = , 3

, 1c bP = , 
3
, 0c dP = , 3

, 0d aP = , 3
, 0d bP =  і 3

, 1d cP = . 
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Таким чином за допомогою фактор-множин маємо ще одну мож-
ливість визначати форму представлення відношень. Так фактор-
множина 3B ρ  однозначно задає відношення 3

, ,A A Bρ  у формі (2.5). 

Застосування відношень досить поширене в різних формальних 
теоріях. Наприклад, відношення встановлюють зв’язок: між операн-
дами і операціями при побудові виразів, між виразами і операторами 
при записі програм і інше. На множині слів вільної мови ( )AF  над 
алфавітом A також можливо задати відношення, наприклад, за  зна-
ком ( )< , таким чином, що для деяких слів 1 2, ( )l l A∈F  це відношення 

має місце тоді і тільки тоді, коли 1 2l l< . 

2.6.3.  Операції над відношеннями і властивості операцій 

Відношення є підмножинами множин, тому над ними виконують-
ся звичайні теоретик ο  – множині операції. Ці операції також мож-
ливо трактувати як відношення певної місцини. Наприклад, операція 
декартового добутку як відношення відношень 

i

k
Aρ  і 

j

m
Bλ  породжує 

відношення ,i j i j

k m k m
A B A Bθ ρ λ+ = × . 

Вправа 2.5. Розглянемо три алфавіти: {0,1}B = , 1 2{ , }A a a= , 

1 2 3{ , , }C c c c=  і два відношення 2 3,ρ λ  на них: 

12
,

2

0

1A B

a

a
ρ  

=  
 

,    
2 1

3
, , 1 2

2 3

0

1

1
A B C

a c

a c

a c

λ
 
 =  
 
 

. (2.6)

Необхідно знайти декартовий добуток відношень ρ  і λ . 

⊳  Декартовий добуток цих відношень 5 2 3θ ρ λ= ×  є 

1 2 1

1 1 2
2 1

1 2 315
, , , , 1 2

2 2 12
2 3

2 1 2

2 2 3

0 0

0 1
0

0 10
1

1 01
1

1 1

1 1

A B A B C

a a c

a a c
a c

a a ca
a c

a a ca
a c

a a c

a a c

θ

 
 
  
    = × =         

   
 
 

. ⊲  
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Як видно з наведеної прикладу, відношення можуть мати досить 
складний вигляд, тому дослідження властивостей таких відношень 
може бути не простим. Для спрощення дослідження відношень засто-
сується прийом «розщеплення» відношень на простіші за місциною. 

Визначення 2.18. Прямою сумою двох відношень 
i

k
Aρ  і 

j

m k
Aγ −  зі спі-

льним останнім стовпцем матричного відношення ρ  та першим сто-
впцем відношення – γ  назвемо відношення 

1 2 1 2 1

1
, , , , , , , , ,m k k k

m k m k
A A A A A A A A Amλ ρ γ

+

− +=… … …⊞ , тобто відношення mλ  виникає тоді і 

тільки тоді, коли i  рядки цих відношень мають вигляд 

1 2( , , , )k
i i ika a aρ …  і 1

1( , , , )m k
ik ik ima a aγ − +

+ … . Таким чином для кожного 

рядка відношення mλ  має місце правило 

1
1 2 1 2 1( , , , ) ( , , , ) ( , , , )m k m k
i i im i i ik ik ik ima a a a a a a a aλ ρ γ − +

+=… … …⊞ . (2.7)

Якщо A і B  алфавіти вправи 2.5, а відношення 12
,

2

0

1A B

a

a
ρ  

=  
 

 і 

2 23
, ,

2 1

0

1B A A

a a

a a
γ  

=  
 

, тоді пряма сума відношень визначає відношення 

1 2 24
, , ,

2 2 1

0

1A B A A

a a a

a a a
λ  

=  
 

. 

Пряма сума як операція не комутативна, але асоціативна, тобто 
виконуються умови:  

k m m kρ γ γ ρ≠⊞ ⊞ , (2.8)

( ) ( )k m n k m nρ γ λ ρ γ λ=⊞ ⊞ ⊞ ⊞ . (2.9)

Розглянемо важливий для подальшого результат.  
Лема 2.1. Будь яке відношення місцини 2n >  може бути предста-

влене у вигляді прямої суми бінарних відношень. 
⊳  Нехай задане відношення 

1 2, , , n

n
A A Aρ … , тоді за індукцією правила 

(2.7) можливо записати для i - рядка відношення наступне 

2 2 2
1 2 1 2 2 3 1( , , , ) ( , ) ( , ) ( , )n
i i in i i i i in ina a a a a a a a aρ ρ ρ ρ −=… …⊞ ⊞ ⊞ , 

що і доводить лему. ⊲  
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Результат розглянутої леми вказує на те, що всяка множина може 
бути покрита її підмножинами за допомогою операції об’єднання, 
тобто можна припустити, що операції ( )∪  і ( )⊞  і  однакові. Але таке 
припущення хибне, виходячи з того, що операція об’єднання комута-
тивна, а операція ( )⊞  за умовою (2.8) не комутативна. 

Наведемо деякі властивості бінарних відношень [7]. 
Якщо бінарне відношення ρ  визначене на множинах A і B , і їх 

елементи ,a A b B∈ ∈ ; тоді замість запису ( , )a bρ  пишуть a bρ . 
Властивість 2.3. Бінарне відношення ρ  однозначнє на множинах 

A і B , якщо для кожного елементу a A∈  існує один і тільки один 
елемент b B∈  який знаходиться у відношенні a bρ . 

Так бінарне відношення 2
,A Bρ  з вправи 2.5 – однозначне, а відно-

шення 
1

2
, 1

2

0

1

0
A B

a

a

a

γ
 
 =  
 
 

 – неоднозначне: елемент 1a  знаходиться у від-

ношенні з двома різними елементами. 
Властивість 2.4. Бінарне відношення ρ  взаємно однозначним на 

множинах A і B , якщо для кожного елементу a A∈  існує один і тільки 
один елемент b B∈ ; і навпаки для кожного елемента b B∈  існує один і 
тільки один елемент a A∈ , які знаходиться у відношенні a bρ . 

Прикладом такого відношення є 2
,A Bρ  з вправи 2.5, відношення 

12
,

2

1

1A B

a

a
γ  

=  
 

 – взаємно неоднозначне, хоча є однозначним. Тривіа-

льним випадком взаємно однозначного відношення є тотожне від-
ношення, для якого довільний рядок має вигляд 2

, ( , )A A i ia aρ . 

Властивість 2.5. Бінарне відношення 1ρ −  є оберненим відношенням 

до відношення ρ  на множинах A і B  тоді і тільки тоді, коли 1b aρ − . 
Так для відношень порядку ( , )< ≤  відповідають їм обернені відно-

шення 1( ) ( )−< = >  і 1( ) ( )−≤ = ≥ . Множину, елементи якої знаходяться у 
відношенні порядку ( , )< ≤ , або оберненого до нього за звичаєм нази-
вають упорядкованою [14]. 

Очевидно, бінарне відношення 2
,A Bρ  взаємно однозначне тоді і 

тільки тоді, коли відношення ρ  і  обернене до нього 1ρ −  – однознач-

ні, тобто для цього випадку вираз 2 2
, ,A B B Aρ ρ=  є істинним. 
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Тепер наведені властивості бінарних відношень можливо узагаль-
нити на відношення більшої місцини.  

Властивість 2.6. Відношення 
i

n
Aρ  зветься однозначним, якщо його 

пряма сума складається з однозначних бінарних відношень. 
Властивість 2.7. Відношення 

i

n
Aρ  – взаємно однозначне, якщо йо-

го пряма сума складається з взаємно однозначних бінарних відно-
шень. 

Властивість 2.8. Множина 
i

n
Aρ  – упорядкована, якщо її пряма су-

ма складається з упорядкованих бінарних відношень. 
Визначення 2.19. Відношення 1( )

i

n
Aρ −  є оберненим до відношення 

i

n
Aρ , якщо існує будь який рядок 1

1 1( ) ( , , , )n
in in ia a aρ −

− … . 

Теорема 2.1. Відношення 
i

n
Aρ  має обернене відношення тоді і тіль-

ки тоді, коли для складових його прямої суми існують обернені від-
ношення. 
⊳  Розглянемо відношення 

i

n
Aρ , тоді за лемою 2.1 маємо  

2 2 2
1 2 1 2 2 3 1( , , , ) ( , ) ( , ) ( , )n
i i in i i i i in ina a a a a a a a aρ ρ ρ ρ −=… …⊞ ⊞ ⊞ . 

Нехай для кожного з бінарних відношень прямої суми існує обер-
нене відношення, тоді побудуємо суму 

1 1 1
1 1 2 2 1( , ) ( , ) ( , )in in in in i ia a a a a aρ ρ ρ− − −

− − − …⊞ ⊞ ⊞ . 

 
За визначеннями 2.18 і 2.19 отримаємо існування довільного рядка 

оберненого відношення 1
1 1( , , , )in in ia a aρ −

− … . 

Припустимо тепер, що існує обернене відношення 1( )
i

n
Aρ − , тоді за 

лемою 2.1 для цього відношення запишемо 

1 1 1 1
1 1 1 1 2 2 1( , , , ) ( , ) ( , ) ( , )in in i in in in in i ia a a a a a a a aρ ρ ρ ρ− − − −

− − − −=… …⊞ ⊞ ⊞ . 

Звідси маємо існування обернених бінарних відношень. ⊲  
Таким чином, для обернених відношень виконується властивість: 

1 2 1 2 1 1 1

1 1 1

1 1
, , , , , , , , , , , ,

1 1 1
, , , , , ,

( ) (( )

( ) ( ) )
m k k k m m

m m k k k

m k m k m
A A A A A A A A Am A A A

m k k
A A A A A A

λ ρ γ λ

γ ρ
+ −

− −

− + −

− + − −

= → =

=
… … … …

… …

⊞

⊞

.  
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Для теоретико-множинних операцій також мають місце наступні 
властивості: 

а) 1 1( ) (( ) ( ) )k k k kγ ρ γ ρ− −⊆ → ⊆ , 

б) 1 1 1( ) ( ) ( )k m m kρ γ γ ρ− − −× = × ,  

в) 
1

1

1 1
( )

n n
k k
i i

i i
ρ ρ

−
−

= =

  = 
 
∪ ∪ , 

г) 
1

1

1 1
( )

n n
k k
i i

i i
ρ ρ

−
−

= =

  = 
 
∩ ∩ , 

д) 1 1(( ) )k kρ ρ− − = . 

Окрім розглянутих вище дій над відношеннями існує велика кіль-
кість інших операцій, які можливо конструктивно ввести, так, напри-
клад, задати операції відображення і суперпозиції.  

Якщо 2ρ однозначне відношення визначене на алфавітах A і B , а 

відношення nα  визначене на декартовому добутку 1 2
1 2
k kkA A A× × ×  

mk
mA× ×⋯  такому, що 

1

m

i

k k n
=

+ =∑ . Тоді операція відображення 2 n nρ α λ=  

визначає відношення на декартовому добутку 1 2
1 2

mkk kk
mB A A A× × × ×⋯  

таке, що nλ  співпадає з відношенням nα  після заміни елементів алфаві-
ту A на елементи алфавіту B  за відношенням 2ρ . Розглянемо опера-
цію відображення між відношеннями, які визначенні на алфавітах 

( , , , , )A a b c d e= , ( , , , )B i j k l= , ( , )C h g=  і ( , )D t s= . Нехай: 

2
,X Y

a h

b h

c h

d g

e g

i t

j t

k s

l s

ρ

 
 
 
 
 
 
 =
 
 
 
 
 
 
 

,  де BX A= , DY C= ; (2.10)
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і 3
, ,A B Aα , вигляд якого зручно представити таблицею 

3
, ,A B A

B a b c d eA
i b a b c a

j a b c b c

k a b b e d

l b c a e e

α =  (2.11)

Результатом операції відображення в цьому випадку є 

3 2 3
, , , , ,D C C X Y A B A

D h h h g gC
t h h h h h

t h h h h h

s h h h g g

s h h h g g

λ ρ α= = . 

Відображення λ  можливо спростити видаливши в ньому однакові 
зв’язки і отримаємо: 

3
, ,D C C

t h h

t g h

s h h

s g g

λ

 
 
 =
 
 
 

. (2.12)

Розглянемо операцію суперпозиції відображень. Операція супер-
позиції поширена в математиці, так процес обчислення функції 

2 2sin a b+  відбувається за послідовністю обчислень функцій: 
2( ) , , , sin⋅ + ; що записується суперпозиції обчислень 

2 2sin( ( (( ) , ( ) )))a b+ . 
Суперпозицію на відношеннях введемо за правилом [18]. 
Розглянемо відношення , 1,2, , 1m

i i nγ = −…  на множинах 

1 2 1, , , ,m iA A A B−…  і відношення nρ  на множинах 1 2 1, , , ,n mB B B A−… . 
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Визначення 2.20. Суперпозицією відношень 1 2 1, , , ,n m m m
nρ γ γ γ −…  

зветься відношення місцини m 
i

m n
γλ ρ=  на множинах 1 2, , , mA A A…  

таке, що i – рядок відношення mλ  має вигляд 1 2( , , , )m
i i ima a aλ …  тоді і 

тільки тоді, коли знайдуться такі елементи , 1,2, , 1ji ib B i n∈ = −… , 

для яких має місце 1 2 1( , , , , )m
k i i im jka a a bγ −… , 1,2, , 1k n= −… ; і 

1 2 1( , , , , )n
j j jn imb b b aρ −… . 

Пояснимо виконання операції суперпозиції на прикладі. Нехай на 
алфавітах: 1 2 3 4{ , , , }A a a a a= , 1 2 3 4{ , , , }B b b b b=  і {0,1,2,3}C =  визначені 

відношення 2
,A Bρ , 2

,B Cγ , 3
, ,A B Cλ  наступними виразами: 

2 2
2

, 3 3

4 4

A B

a b

a b

a b

ρ
 
 =  
 
 

,    

1

22
,

3

4

0

1

2

3

B C

b

b

b

b

γ

 
 
 =
 
 
 

  і   

1 1

2 23
, ,

3 3

4 4

0

1

2

3

A B C

a b

a b

a b

a b

λ

 
 
 =
 
 
 

; 

тоді суперпозиція 3( , )λ ρ γ  бінарних відношень ,ρ γ  є бінарне від-

ношення 
2

2
, 3

4

1

2

3
A C

a

a

a

β
 
 =  
 
 

 як результат «зчеплення» по алфавітові B  у 

відношенні λ  відношень ρ  і γ . 

2.6.4.  Завдання і вправи 

1. Знайти декартові добутки 2A , 2B , A B×  і B A× , якщо {1,2}A =  і 
{3,4,5}B =  

2. Довести, що існують такі множини A, B  і C , для яких на декарто-
вому добутку виконуються умови:  

а) A B B A× ≠ × ; 

б) ( ) ( )A B C A B C× × ≠ × × . 

3. Вказати геометричну інтерпретацію множин: 

а) A B× , де інтервали , ( )A B∈ ℝI ; 

б) 2A ; 
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в) 3B ; 

г) 2( )A B× . 

4. На множині студентів, множині дисциплін, які вони вивчають і 
множині викладачів, які читають ці дисциплін визначити відношення. 
Якого порядку це відношення? 
5. Для відношень 2ρ , знайти 1ρ − , область визначення відношення ρ  
Domρ  і область значень відношення ρ  Ranρ , де 

{ ; , ( , ) }Dom x існує yтаке що x yρ ρ= ∈ ,
{ ; , ( , ) }Ran x існує yтаке що y xρ ρ= ∈ : 

а) {( , ); , }a b a b і a поділяє bρ = ∈ℕ : 

б) {( , ); , }a b a b і b поділяє aρ = ∈ℕ ; 

в) {( , ); , 0}a b a b і a bρ = ∈ + ≥ℝ ; 

г) {( , ); , 2 }a b a b Rі a bρ = ∈ ≤  

6. Для бінарних відношень 2
,A Bα  та 2

,A Bβ  і довільних елементів a A∈  та 

b B∈ , довести: 

а) ( )a b a bабо a bα β α β⇔∪ ; 

б) ( )a b a bł a bα β α β⇔∩ ; 

в) a b í ĺ a bα α′ ⇔ . 

7. Записати відношення у матричному вигляді, якщо вони задані на-
ступними формульними виразами: 

a) 3 ; 2,4,1y n n= = ; 

b) 22 ; 2, 1,0,1,2y m m= = − − ; 

c) 2 ; 1,2,4y n n n= + = . 

Які з них однозначні відношення? 
8. Наступні відношення записати у формульному вигляді: 

а)  2

1 1

2 1

3 1

β
 
 =  
 
 

; 
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б) 2

1 1

2 4

3 9

α
 
 =  
 
 

;    

в) 2

1 1

2 1 4

3 1 9

γ
 
 =  
 
 

;    

г) 2

1 10

2 9

3 8

δ
 
 =  
 
 

; 

д) 2

1 2

2 1

3 0

ϕ
− 

 = − 
 
 

;    

е) 2

1 1

2 2

3 3

φ
− 

 = − 
 − 

;    

ж) 2

1 1

2 2

3 3

ϕ
 
 =  
 
 

. 

Які з них однозначні і взаємно однозначні відношення? 
9. Над відношеннями попереднього пункту виконати можливі опера-
ції відображення відношень та суперпозиції. 
10. Нехай A і B  базисні алфавіти такі, що #A n=  і #B m= : 

а) скільки існує бінарних відношень між елементами цих ал-
фавітів? 

б) при яких значеннях n і m існують однозначні відношення 
між елементами алфавітів A і B? 

в) при яких значеннях n і m існують взаємно однозначні від-
ношення між елементами алфавітів A і B? 

г) при яких значеннях n і m існують обернені відношення 
між елементами алфавітів A і B? 

д) задати бінарні відношення на алфавітах A і B  та знайти їх 
декартові добутки, перевірити комутативність добутків.  
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2.7.  Відношення еквівалентності 

У цьому параграфі розглянуто досить важливе відношення, за до-
помогою якого можливо розбити будь яку множину на класи і тим 
самим спростити дослідження цієї множини. Це може стосуватися 
множин програм, алгоритмів, формальних мов і інших формальних 
систем програмної інженерії. 

2.7.1.  Типи відношень еквівалентності 

Відношення еквівалентності вводиться на бінарних відношеннях. 
Нехай бінарне відношення ρ  визначене на деякій множині A. 

Визначення 2.21. Відношення  ρ  на множині A зветься рефлекси-
вним, якщо має місце a aρ  для будь яких значень a A∈ . 

Наприклад, якщо на алфавіті {0,1,2}A =  визначені бінарні відно-
шення α  і β  

0 1

0 2

1 2

2 0

Aα

 
 
 =
 
 
 

  і  

0 0

1 1

2 2
Aβ

 
 =  
 
 

, (2.13)

тоді відношення β  – рефлексивне, а відношення α  не є рефлексивним. 
Визначення 2.22. Відношення ρ  на множині A A зветься симетри-

чним, якщо виконується умова a b b aρ ρ→  для будь яких значень 
,a b A∈ . 
Зрозуміло, що для симетричного відношення завжди існує обер-

нене відношення причому 1ρ ρ −= , тому відношення виразів (2.13): β  
– симетричне, а α  – ні. 

Визначення 2.23. Відношення ρ  на множині A зветься антиси-
метричним, якщо виконується умова ( ) ( )a b і b a a bρ ρ → =  для будь 
яких значень ,a b A∈ . 

Очевидно, що відношення β  виразу (2.13) є антисиметричним. 
Визначення 2.24. Відношення ρ  на множині A зветься транзити-

вним, якщо має місце ( )a b і b c a cρ ρ ρ→  для будь яких значень 
, ,a b c A∈ . 
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Очевидно також, що відношення β  виразу (2.13) є транзитивним. 
Тепер в залежності від того, які властивості (за визначеннями 2.21 

– 2.24) має відношення ρ  можливо задати різні відношення еквівале-
нтності. Введемо таке визначення еквівалентності.  

Визначення 2.25. Відношення ρ  на множині A зветься відношен-
ням еквівалентності, якщо задовольняє визначенням 2.21, 2.22, 2.24, 
тобто, якщо воно є рефлексивним і симетричним, і транзитивним. 

Посилаючись на визначення симетрії стверджуємо, якщо бінарне 
відношення ρ  на множині A є відношенням еквівалентності, тоді і 

обернене відношення 1ρ −  на множині A є також відношенням екві-
валентності. 

Визначення 2.26. Якщо відношення ρ  на множині A є відношен-
ням еквівалентності і деякий елемент a A∈ , тоді асоційована з цим 
елементом підмножина { ; }aA b A a bρ= ∈  множини A зветься класом 
еквівалентності.  

Елемент a  асоційованої множини aA A⊆  називають представни-
ком класу еквівалентності. Так для відношення еквівалентності β  
виразу (2.13) таких представників буде три елементи множини A, це 
0, 1 і 2. 

Тепер за визначеним відношенням еквівалентності можливо у 
множині A виділити  класи еквівалентності aA . 

Теорема 2.2. Класи еквівалентності aA  за відношенні ρ  розбива-

ють множину A на множину множин тобто a
a

A A=∪ . 

⊳ За умовами теореми на множині A визначено відношення екві-
валентності 2

Aρ , виділимо класи еквівалентності aA  для елементів 
a A∈ . Доведемо спочатку, що серед множин aA  не порожніх класів. 
Дійсно, для aa A A∈ ⊆  виконується умова a aρ  і так як a o≠  маємо 
клас aA ≠ ∅ . 

Покажемо що кожен клас є унікальним. Нехай aA  і bA  два класи 
еквівалентності, тоді або a bA A= , або a bA A = ∅∩ . Припустимо про-
тилежне – існує елемент c A∈  такий, що a bc A A∈ ∩  і c ο≠ ; тоді 

ac A∈  і bc A∈ , тобто мають місце ствердження a cρ  і b cρ . Далі із 
властивості симетрії відношення еквівалентності ρ  слідує, що 
b c c bρ ρ→ , а за властивістю транзитивності отримаємо 
( )a c і c b a bρ ρ ρ→ , тобто маємо наступне ab A∈ . Зрозуміло, що для 
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будь якого елемента by A∈  виконується умова b yρ  і так як доведено, 
що умова a bρ  має місце тоді за транзитивністю ( )a b і b y a yρ ρ ρ→  
маємо ay A∈ ; звідки слідує наступне b aA A⊆ . Аналогічно можливо 
довести, що має місце протилежне включення a bA A⊆ , але такі 
включення можливі тільки, коли a bA A= . Таким чином множина A 
розбивається відношенням еквівалентності на різні класи. ⊲  

Вправа 2.6. Необхідно множину програм P , написаних на деякій 
мові розбити на класи еквівалентності.  
⊳ Кожна програма ip P∈  або зациклюється, або зупиняється зі 

значенням ( )iV p . Для визначеності програми, які зациклюються бу-
демо називати порожніми [14], тобто їх значення ( )jV p = ο . 

Введемо відношення еквівалентності програм. Дві програми 

1 2,p p P∈  – еквівалентні, якщо вони обидві або зациклюються 
( 1( )V p o=  і 2( )V p o= ), або обидві зупиняються і повертають однако-
ві значення 1 2( ) ( )V p V p= . Залишаючи читачеві перевірку того, що 
введене відношення є відношенням еквівалентності, з’ясуємо за тео-
ремою 2.2, що кожен клас еквівалентних програм буде складатися з 
програм, які повертають одне і теж значення. Зауважимо, що буде 
тільки один клас у розбитті, в якому будуть знаходитися програми, 
які зациклюються (порожній клас). Тому в подальшому можливо роз-
глядати множину програм яка утворена з представників класів екві-
валентності, при цьому усі об’єкти множини будуть різні і ця 
множина буде мати один і тільки один порожній елемент. ⊲   

Визначення 2.27. Бінарне відношення ρ  на множині A, яке задо-
вольняє властивостям рефлективності і транзитивності і антисимет-
ричності, зветься відношенням часткового порядку, а відповідно 
множина A – частково упорядкованою. 

Розглянемо бінарне відношення включення ( )⊂  на множині A і 
нехай ,i jA A  підмножини – A. Це відношення рефлексивне тому, що 

i iA A⊂ . Якщо i jA A⊂  і j iA A⊂ , то i jA A= , що визначає антисимет-

рію відношення; якщо ж i jA A⊂  і j kA A⊂ , то i kA A⊂  і воно транзи-

тивне. Таким чином відношення ( )⊂  є відношенням часткового 
порядку. 

Відношення (≤ ) і обернене до нього – ( )≥ , як нескладно перевірити, 
є відношеннями порядку. Множина дійсних чисел ℝ , над яким діє це 
відношення є упорядкованою. На множині слів ( )AF  алфавіту A також 
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можливо задати частковий порядок, наприклад, наступним чином, не-
хай 1l  і 2l  довільні слова з множини ( )AF , тоді вони знаходяться у від-

ношенні ( )ρ = ≤ , 1 2l lρ , тоді і тільки тоді, коли 1 2l l≤ . 

Розглянемо поширення властивостей еквівалентності на відно-
шення більшої місцини. Для цього, наприклад, можливо скористати-
ся результатом леми 2.1 і введеними визначеннями властивостей 
бінарних відношень. Тоді для відношення місцини n введемо  

Визначення 2.28. Відношення nρ  є рефлексивним (симетричним, 
транзитивним), якщо відповідні бінарні відношення його прямої суми 
– рефлексивні (симетричні, транзитивні). 

Наприклад, за введеним визначенням 2.28 наступні тринарні від-
ношення 3 3 3, ,α β γ  визначені на трійковому алфавіті { , , }A a b c= : 

3

a a a

b b b

c c c

a b c

α

 
 
 =
 
 
 

,   3

a b c

b a c

b c b

a c a

c b a

c a b

β

 
 
 
 

=  
 
 
 
 

,   3

a b c

b c a

a c b

c b a

b b b

γ

 
 
 
 =
 
 
 
 

; 

мають властивості: α  – рефлексивне, β  – симетричне і ,β γ  – тран-
зитивні.  
Далі, аналогічно тому як це зроблено для бінарних відношень, вво-
диться відношення еквівалентності і класів еквівалентності для від-
ношень місцини n. 

2.7.2.  Морфізми відношень 

Як у природних і фізичних процесах є схожі явища, процеси тощо так 
і при розгляді різних відношень можливо з’ясувати їх схожість [8, 10, 
13, 14]. Наприклад, два годинники один з яких відміряє секунди, дру-
гий хвилини схожі за виміром часу. В математиці це досягається за 
допомогою понять гомоморфізму (схожість за формою) і ізоморфізму 
(однаковість будови). 

Визначення 2.29. Відношення nα  і nβ  гомоморфні, якщо існує од-

нозначне бінарне відношення 2ρ  таке, що 2 n nρ α β= ; відношення 2ρ  
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у цьому випадку звуть гомоморфізмом. Якщо ж відношення 2ρ  взає-

мно однозначне, тоді  відношення nα  і nβ  звуть ізоморфними, а 2ρ  – 

ізоморфізмом, тобто для цього випадку має місце 2 n nρ α β=  і 
2 1( )n nα ρ β−= . Нагадуємо, що під виразом 2 nρ α  розуміється операція 

відображення відношень, яка введена у попередньому пункті. 
Наведені у попередньому пункті відношення (2.11) і (2.12) є гомо-

морфними, так як існує відношення (2.10), яке відношенню (2.11) ста-
вить в однозначну відповідність відношення (2.12). А такі відношення 

3α  і 3β  визначені на алфавітах ( , , , )A a b c d= , ( , , , )B g h i j= , ( , )C e f=  
і ( , )D k l= , як 

3
, ,C A A

C a b c dA
e a c d c

f b a d c

α = , 3
, ,D B B

D g h i jB
k i j g h

l i h g g

β =  

ізоморфні виходячи з того, що існує взаємно однозначне відношення 

2
,X Y

f k

e l

c g

a h

d i

b j

ρ

 
 
 
 

=  
 
 
 
 

, де CX A=  і DY B= . 

За відношенням 2
,X Yρ  згідно визначенню 2.29 відтворюється, як 

нескладно перевірити, відношення 

( ) 12 3
, , ,X Y D B B

C c a d bA
f d b c a

e d a c c

ρ β
−

= , 

котре з точністю до розташування рядків і стовпців співпадає з від-
ношенням 3

, ,C A Aα . Подальший аналіз відношень 3
, ,C A Aα  і 3

, ,D B Bβ  показує, 

що вони мають однакову будову, тобто їх не можна відрізнити. Дійс-
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но, якщо скористатися позначками: ( )a b→  – односторонній зв'язок 
між елементами a  і b , ( )a b↔  – двосторонній зв'язок, ( )a↵  – зв'язок 
елемента a  на себе; їх схеми між елементних зв’язків можливо пред-
ставити наступним чином. 

Для відношення 3
, ,C A Aα  – 

e f

a b a b

d c c d

↵ ↔
↓

↔ ↔

 і для 3
, ,D B Bβ  маємо 

l k

h j g i

i g h j

↵ ↔
↓

↔ ↔

. 

Наведені схеми зв’язків однакові за формою будови цих відно-
шень. 

Твердження 2.3. Введене за визначенням  2.29 ізоморфне відно-
шення (за операцією відображення відношень) задає відношення ек-
вівалентності на множині відношень. 
⊳ Еквівалентне відношення є рефлексивним, симетричним і тран-

зитивним. Доведемо, що ізоморфне відношення задовольняє цим 
трьом умовам. Нехай nα  і nβ  ізоморфні відношення. Ізоморфне від-

ношення: рефлексивне, тому що можливо вибрати у ролі 2ρ  тотожне 

відношення, за яким 2 n nρ α α= ; симетричне через ізоморфність від-

ношень nα  і nβ , тобто існує взаємно однозначне відношення 2ρ  таке, 

що 2 n nρ α β=  і 2 1( ) n nρ β α− = . 

Нехай 2
1ρ  ізоморфізм ізоморфних відношень nα  і nβ , а 2

2ρ  ізомо-

рфізм ізоморфних відношень nβ  і nγ . Для доведення властивості 
транзитивності ізоморфного відношення, необхідно встановити існу-
вання ізоморфізму 2ρ  між відношеннями nα  і nγ . Припустимо, що 

відношення ,n nα β  та nγ  задані на відповідних множинах 

, , ; 1,i i iA B C i n= , а ізоморфізми 2
1 ( , )ik ija bρ  – на множинах 

1 1

,
n n

i i
i i

A A B B
= =

= =∪ ∪  і 2
2 ( , )ij imb cρ  – на множинах 

1

,
n

i
i

B C C
=

=∪ , тоді від-

ношення 2
,A Cρ  отримаємо як суперпозицію ізоморфізмів 2

1ρ  і 2
2ρ . 
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Очевидно, відношення 2ρ  є взаємно однозначним і є ізоморфізмом 

відношень nα  і nγ .⊲  
Можливо виконати дослідження відношень іншим чином, напри-

клад, за допомогою упорядкованих кортежів або їх графічного пред-
ставлення. Так рефлексивне відношення a aρ  можливо зобразити у 
вигляді кортежу ( , )a a , взаємно однозначне відношення симетрії 
a b b aρ ρ=  – у вигляді пари однакових кортежів ( , ) ( , )a b b a= , відно-
шення транзитивності: з a bρ  і b cρ  має місце a cρ  можливо записати 
у вигляді формули на кортежах ( , ) ( , ) ( , )a b b c a c∧ ⇒  та інше. Графіч-
не представлення цих відношень зображено на рис. 2.3. 

 

Рис. 2.3. Графічне представлення рефлексивного, 
симетричного і транзитивного відношень 

Деякі інші приклади дослідження відношень на графах наведені у 
наступному розділі. 

2.7.3.  Завдання і вправи 

1. Перевірити виконання властивостей для наступних бінарних від-
ношень: 

- «a  кратне b» у множині цілих чисел; 
- «пряма a  має спільні точки з прямою b» у множині прямих на 
площині; 
- «коло a  дотикається до b» у множині кіл на площині; 
- «a  початковий символ слова b» у вільній мові ( )AF . 

2. Довести, що для рефлексивних відношень 1ρ  і 2ρ  рефлексивні і 

відношення: 1 2ρ ρ∪ , 1 2ρ ρ∩   і 1
1,2ρ − . 

3. Нехай відношення ( )ρ = ∪  визначене на множинах A і B . Чи зав-
жди таке відношення є відношенням еквівалентності? Наведіть контр 
приклад. 
4. Побудувати бінарне відношення: 

- рефлексивне і симетричне, і не транзитивне; 
- рефлексивне і антисиметричне, і не транзитивне; 

 

a c a 

b 
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- рефлексивне і не симетричне, і транзитивне; 
- не рефлексивне і не симетричне, і транзитивне; 
- не рефлексивне і симетричне, і транзитивне; 

5. Показати, що наведені відношення є відношеннями порядку: 
- «a важче b» у множині деталей; 
- «a підлеглий b» у множині посад; 
- «a старший за віком b» у множині людей; 
- «a не перевищує b» у множині номерів будинків вулиці; 
- «a настає з b» у множині висловлювань. 

6. Нехай ρ  бінарне відношення між ланцюжками 1l  і 2l  деякої віль-
ної мови завдається висловлюванням « 2l  частина 1l ». З’ясувати чи 
відношення ρ  є упорядкованим, чи ні? 
7. Нехай множина M  складається з чотирьох символьних змістовних 
слів української мови таких, що кожне з них загальний іменник у нази-
вному відмінку. Відношення ρ  толерантне, якщо у відношенні 1 2l lρ ,  
слова 1 2,l l M∈  і відрізняються одне  від одного не більше як на одну 
букву; тоді відповідні слова 1 2,l l  звуть толерантними. Створити з «мухи 
– слона», тобто побудувати на множині M  послідовність толерантних 
слів, початком якої є слово «муха», а кінцевим словом «слон». 
8. Довести ізоморфність відношень: 

2

a c

b c

c d

d d

e b

α

 
 
 
 =
 
 
 
 

 і 2

p r

q q

r q

s p

t r

β

 
 
 
 =
 
 
 
 

  

9. Побудувати схеми зв’язків цих відношень. 
10. Знайти всі ізоморфізми для наведених відношень: 

2

a b

b c

c a

α
 
 =  
 
 

 і 2

p r

q p

r q

β
 
 =  
 
 

. 

11. Створити схеми будови наведених у попередньому завдані від-
ношень. Представити схеми зв’язків цих відношень у вигляді корте-
жів і зобразити їх графічно. 
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2.8.  Підсумковий коментар 

У цьому розділі розглянуто фундаментальні поняття множин та 
відношень, як складових інструментарію моделювання і розробки 
програм. Зокрема, розглянуті класичні множини, їх способи завдань, 
операції над підмножинах, властивості операцій. Розробка структур 
даних програм і деяких інших конструкцій штучних систем призвели 
до окремого опису елементів конструктивних множин таких, як ал-
фавіти, вільні мови та інше.  

Моделювання штучних систем таких, наприклад, як бази даних, 
бази знань не обходяться без елементів відношень, яким у розділі 
приділена увага. Наведені відомості про способи задавання відно-
шень їх властивостям та розглянуто спектр операцій над відношен-
нями. Введене поняття еквівалентності і морфізмів над 
відношеннями надає досить зручний інструмент перетворень в сис-
темах штучного інтелекту. 

Програмування також не може обійтися без поняття відношення. 
Донедавна, з формальної точки зору, програма – множина зв’язаних 
операторів, тобто операторів, які знаходяться у відповідному відно-
шенні. Але сучасне представлення програми за Кнутом [15] це муль-
тимножина зв’язаних строк, так як строки в програмі можуть 
повторюватися. Це ж стосується і строк, в яких елементи можуть по-
вторюватися. Наше [16, 17] представлення моделі сучасної програми 
і її строк, як зв’язана гібридна мультимножина, котра складається із 
мультимножин, мультимножиних списків у різних комбінаціях та 
іншого. 

Поглиблене знайомство з розглянутих питань можна отримати в 
роботах [1, 2, 8, 9, 10, 13, 18]. 
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Розділ 3.  

Методи аналізу програм на основі графових 
моделей 

3.1. Мета розділу 

У другому розділі посібника було звернуто увагу на можливість 
системного моделювання програм за допомогою графів. Виходячи з 
цього розглянуто елементи теорії графів, їх форми представлення, 
властивості, перетворення тощо і запропоновані деякі методи аналізу 
програм та схем програм. Предметна мова розділу використовує по-
няття: вершина графу, площинний граф, орієнтований та неорієнто-
ваний графи, схеми програм, виміри графу та інші. 

3.2.  Загальні поняття графів 

У попередньому розділі було показано, що відношення можуть 
задаватися графічно. Розглянемо спосіб формального визначення 
графа.  

Визначення 3.1. Скінченим графом G  зветься упорядкована пара 
множин C  і D , ,G C D= , де { ; }iC c i I= ∈  деякий скінчений алфа-

віт, який назвемо множиною вершин і – D  множина відношень на цій 
множині вершин [12]. Множину C  також звуть носієм графу. 

Найбільшого застосування набули площинні графи визначенні на 
бінарних відношеннях. Характерним для таких графів є те, що мно-
жина відношень D  залежить від типів елементів. Якщо множина D  
формується на списках (кортежах) декартового добутку 2C , тоді граф 
називають орієнтованим (орграфом), якщо D  утворено на неорієн-
тованих парах елементів множини 2C , тоді граф звуть неорієнтова-
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ним. Кортежі 2( , )i jc c C∈  графу задають відношення – дуги (вершина 

ic  є початком дуги, а вершина jc  – кінцем дуги) і – утворюють орг-

раф, а неорієнтовані пари ( , )i jc c  формують ребра. Очевидно, множи-

на D  визначається множиною пар ( , )i jc c . Ребро або дуга може 

починатися і закінчуватися в одній і тій же вершині такі ребра або 
дуги звуть петлями. Площинні графи зручно зображати графічно. 
Наприклад, неорієнтовані графи зображено на рис. 3.1. 

Рис. 3.1. Приклади неорієнтованих графів 

Геометричні образи блок-схем алгоритмів відтворюють орграфи, 
вершинами яких є умовні, безумовні та інші типи блоків, зв’язані ду-
гами, які вказують на послідовність виконання дій за цими блоками. 
Так орграф на рис. 3.2 зображає блок-схему алгоритму знаходження 
max{ , , ; , , , }a b c a b c a b c∈ ≠ ≠ℝ . 

Вершини графу ( , )i jc c  може бути з’єднана декількома ребрами 

або одно направленими дугами. Такі ребра (дуги) називають кратни-
ми. Граф, в якому допускаються кратні ребра зветься мультографом, 
а якщо ж допускаються і петлі, то – псевдографом. 

Вважається, що дві різні вершини ,i jc c C∈  є суміжними, якщо між 

ними існує хоча б одне відношення, тобто вони повинні бути з’єднані 
хоча б одним ребром або хоча б однією дугою. Відповідно два ребра, 
які мають спільну вершину звуть також суміжними. Зокрема, для гра-
фів за суміжними вершинами можна утворити ланцюжки.  

Визначення 3.2. Степеню ( )st c  вершиниc C∈  зветься кількість 
ребер усіх вершин суміжних до c. 

Так степені вершин графу представленого на рис. 3.1, a однакові і 
дорівнюють трьом. 

Степені вершин графів задовольняють наступним властивостям 
[10, 11, 12]: 

1) кожна петля вершин збільшує її степінь на два, 
2) сума степенів усіх вершин графу завжди парна, 
3) кількість вершин непарних степенів графу парна. 

и послідовності степенів вершин та інше. 

 

c b a 
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Рис. 3.2. Блок-схема алгоритму знаходження максимального 
значення трьох чисел 

Послідовність суміжних пар вершин { , },{ , }, ,{ , }i j j k n mc c c c c c…  

графу G  яку позначимо ( , , , , )i j k ml c c c c= …  утворює його ланцюжок з 

початком у вершині ic  і кінцем у вершині mc . Ланцюжок, в якому 
немає повторень вершин звуть простим ланцюжком якщо у такому 
ланцюжкові вершини початку і кінця співпадають тоді ланцюжок l  
називають циклом. Граф, який складається тільки з простих ланцюж-
ків зветься неорієнтованим деревом. Спільна вершина декількох лан-
цюжків дерева утворює його корінь. Дерева можуть бути одно або 
багато кореневі. Для дерев характерно, що степінь їх внутрішніх ве-
ршин kc  є ( ) 2kst c ≥ , для кінцевих вершин mc  – ( ) 1kst c = . 

7 
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Визначення 3.3. Граф 1 1 1,G C D=  є підграфом графу ,G C D= , 

якщо 1C C⊆  та 1D D⊆  і це позначається 1G G⊆ . 
Наприклад, якщо в графові G  на рис.  3.3, a видалити вершину 3 і 

суміжні з нею ребра, то отримаємо підграф 1G , зображений на рис.  
3.3, b. 

 

Рис. 3.3. Граф і його підграф 

Для представлення графів у вигляді комбінацій їх підграфів засто-
совують операцію об’єднання графів 2( )∪ . Нехай задані графи 

1 1 1,G C D=  і 2 2 2,G C D= , тоді їх об’єднанням є граф 1 2G G G= ∪  

такий, що 1 2C C C= ∪  і 1 2D D D= ∪ , де 2( )∪  теоретико-множинна 
операція об’єднання. Отже об’єднання двох графів рис.  3.3 дає граф 
зображений на рис.  3.3, a. 

Визначення 3.4.. Множина підграфів { }iG  (за виключенням влас-
ного підграфу jG G= ) графу G  зветься утворюючою [6] для цього 

графу, якщо i
i

G G= ∪ . 

Наприклад, для графу зображеного на рис.  3.3, a утворюючою 
множиною може бути сукупність графів утворених парами (1,2), 
(2,3) і (1,3). Зрозуміло, що утворююча множина підграфів неодно-
значна, так для розглянутого прикладу утворююча множина може 
складатися з двох підграфів побудованих на множинах пар 
{(1,2),(1,3)} і {(2,3)} . 

В разі потреби  дуги або ребра графів помічають символами яко-
гось скінченого алфавіту { ; }kE e k K= ∈ . У такому випадку графи на-
зивають навантаженими (дивися позначки «+» та «–» над дугами на 
рис. 3.2) і позначаються такі графи G  як , ,C D E . Для навантажених 

графів характерним є те, що будь яка дуга (ребро) ( , )i jc c , навантаже-

на символом ke E∈ , може бути представлене у формі , ,k i je  [7]. Тобто 

запис , ,k i je  означає, що дуга (ребро) з позначкою ваги ke  з’єднує вер-
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шини ic  і jc  деякого графу G . Тому інколи замість висловлювання 

«дуга графу ( , )i jc c » стверджують «дуга графу , ,k i je », або скорочено – 

«дуга графу ke », якщо вершини графу не суттєві. 
Розглянемо деякі алгебраїчні поняття та властивості площинного 

орграфу , ,G C D E= .  

Прийнято вважати дуги з позначками 1 2,e e E∈  суміжними, якщо 
вони мають спільну вершину c C∈ . Зрозуміло, що для суміжних дуг 

1e  і 2e  вершина c може бути початком будь якої дуги або дуг, а також 
кінцем дуги або цих дуг. Кажуть, що дуга з позначкою e виходить з 
вершини c, якщо ця вершина є початком дуги e і – входить у вер-
шину c, коли ця вершина є кінцем дуги e. 

Визначення 3.5. Степені вершини переноситься і на орграфи, так 
кількість суміжних дуг (вхідних і вихідних) вершини c називається 
степінню вершини c ( )st c . Вершину c, для якої ( ) 0st c =  звуть ізо-
льованою вершиною. 

Очевидно, ізольованій вершині c графу G   відповідає неупоряд-
кована пара ( , ) ( , )c cο ο= . Нагадуємо, що ο  – порожній елемент ал-
фавіту C  і у алфавітові E  також є порожній елемент – порожня дуга, 
тому парі ( , )c ο  відповідає порожня дуга алфавіту E . 

3.3.  Формульне представлення графу 

Представлення графу у графічній формі не зручно при аналітич-
них і машинних перетвореннях, тому пропонується аналітичний спо-
сіб його запису.  

Визначення 3.6. Послідовність дуг , ,k k ks i je  графу G  

1 1 1 2 2 2, , , , , ,{ , , , }
m m mk i j k i j k i jP e e e= …  (3.1)

назвемо шляхом довжини m, тоді і тільки тоді коли 
1r rj ic c ο

+
= ≠  для 

всіх , 1 1r r m≤ ≤ − . При цьому вершини 
1i

c  і 
mj

c  є початком і кінцем 

шляху, а проміжні вершини назвемо внутрішніми вершинами шляху P .  
У випадку коли початок шляху (3.1) співпадає з його кінцем, тоді 

такий шлях звуть циклом або контуром. Частковим випадком циклу 
при його довжині 1r =  є петля, тобто петлі відповідає дуга ( , )c c . 
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Очевидно, послідовність позначок дуг шляху kP  утворюють ланцю-
жки 

1 2 mk k k kl e e e= … , побудовані над алфавітом E , тобто ( )kl E∈F . 

Нехай ланцюжки 1l  і 2l  утворені шляхами 1P  і 2P . Шлях 1P  є підшля-
хом шляху 2P  1 2( )P P⊆ , якщо ланцюжок 1l  є підланцюжком ланцюж-
ка 2l , тобто 1 2l l⊆ . 

Нехай { ; }iP i I∈ – множина всіх різних шляхів графу G . Якщо вве-
сти позначку «або» ( )∨ , за допомогою якої записувати розгалуження 
шляхів графу, тоді граф G  можливо представити у формі  

i
i I

G P
∈

= ∨ . (3.2)

Так, наприклад, графи з розгалуженнями зображені на рис. 3.4 за 
представленням (3.2) можна записати: 1,1,2 2,1,2( ) ( )e e∨  див. рис. 3.4, a, 

1,1,2 2,2,3 1,1,2 3,2,4( , ) ( , )e e e e∨  – рис. 3.4, b і 1,1,2 2,2,3 3,4,2 2,2,3( , ) ( , )e e e e∨  – 

рис. 3.4, c. 

Рис. 3.4. Навантажені графи 

Припустимо, що вершини ic  і jc  зв’язані декількома шляхами kP , 

котрі утворюють відповідні ланцюжки kl . Для графу G  можливо ви-
значити відстань ( , )i jc cρ  між вершинами ic  і jc  за формулою: 

( , ) mini j k
k

c c lρ =  (3.3)

та діаметр графу  

,
( ) max ( , )i j

i j
d G c cρ= . (3.4)

 c1 c1 c1 
c1 

c1 

c1 

c4 

c2 

c2 c2 

c3 

c2 c3 c2 

c3 

c2 

c3 c4 

c) b) a) 
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Функція відстані ρ  на парах ( , )i jc c  графу G  визначає метрику 

графу і для неї виконуються метричні властивості: 
1) ( , ) 0i jc cρ =  тоді і тільки тоді коли i jc c= ; 

2) ( , ) ( , )i j j ic c c cρ ρ= ; 

3) ( , ) ( , ) ( , )i j j k i kc c c c c cρ ρ ρ+ ≥ . 

Визначення 3.7. Шлях P  графу G  називається маршрутом якщо 
не один з його підшляхів не утворює циклів або петель. 

Для маршрутів характерним є те, що кожна його внутрішня вер-
шина jc  на маршруті має ( ) 2jst c = . 

За допомогою маршрутів також можливо визначити дерево. 
Визначення 3.8. Граф, який складається тільки з маршрутів і має 

для них одну спільну вершину утворює дерево. 
Є багато різновидів дерев, так дерева кожна внутрішня вершина c, 

яких має ( ) 3st c =  звуть бінарними деревами, при ( ) 4st c =  – тринар-
ними деревами. 

Визначення 3.9. Вершини 1c  і 2c  графу G  є зв’язаними, якщо вони 
утворюють петлю 1 2( )c c=  або існує маршрут, для якого одна з них є 
початком, а друга кінцем. 

Зв’язаність вершин графу визначає відношення, котре має власти-
вості: рефлективності, симетричності та транзитивності. Відношення 
визначає порядок на вершинах графу і, окрім того, за цим відношен-
ням множина вершин C  розбивається на класи еквівалентності 

icC  

попарно зв’язаних вершин. Граф, усі вершини якого попарно зв’язані, 
зветься сильно зв’язковим. Зрозуміло, що граф з ізольованими верши-
нами не є зв’язковим. Зазначимо, що зв’язність графу дозволяє скоре-
гувати поняття ізольованої вершини. До ізольованих вершин 
відносяться такі вершини ic , які не зв’язані з іншими вершинами 

,jc j i≠  графу. Разом з тим, наприклад, ізольована вершина ic  з 

петлею ( , )i ic c  є зв’язаною і її ( ) 2ist c = . 
Зв’язність графу досить важлива характеристика графів через яку 

визначаються структури графів, їх кількісні показники та інші алгебра-
їчні параметри графів. Дослідити зв’язність графу можливо через за-

стосування матриць суміжностей { }ijm , де 
1, ( , ) ,

0, ( , ) ,
i j

ij
i j

c c D
m

c c D

∈=  ∉
 якщо 
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граф не навантажений і для навантаженого графу 

, ,, ,

0, ( , ) .
k k i j

ij
i j

e e G
m

c c D

∈=  ∉
 

Наприклад, для графу зображеного на рис. 3.2 матриця суміжнос-
тей відтворює зв’язки його вершин (1, 2, 3, 4, 5, 6, 7): 

1 0 1 0 0 0 0 0

2 0 0 1 0 0 0 0

3 0 0 0 0 0

4 0 0 0 0 1 0 0

5 0 0 0 0 0

6 0 0 0 0 0 0 1

7 0

1 2 3 4 5 6

0 0

7

0 0 0 0

M

 
 
 
 − +
 =  
 − +
 
 
 
 

. 

Елементи цієї матриці у першому рядку вказують на те, що петля 
на вершині 1 відсутня і вона зв’язана дугою з вершиною 2 в напрямку 
від вершини 1 до вершини 2, і інших вершин суміжних з нею немає. 
Аналогічно можна дослідити зв’язаність графу за іншими рядками 
матриці M . 

3.4.  Морфізми і перетворення графів 

Вершини графу розташовуються при зображені довільним чином. 
Через це при досліджені графів виникає необхідність з’ясувати пи-
тання однакової будову (структури) графів. Раніше вказувалося, що 
властивість однакової будови декількох множин можливо визначити 
за допомогою понять гомоморфізму і ізоморфізму – однакова форма, 
однаковий вид. Застосуємо поняття морфізму до графів. 

Визначення 3.10. Графи 1 1 1 1, ,G C D E=  і 2 2 2 2, ,G C D E=  назива-

ють гомоморфними (ізоморфними), якщо між їх вершинами та їх ду-
гами можливо  встановити (взаємно) однозначне бінарне відношення, 
при якому зберігається орієнтація дуг.  
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Графи у ізоморфному класі неможливо відрізнити за структурою і 
тому можливо виділити одного представника класу для подальших 
досліджень. Наприклад, зображені на рис. 3.5 неорієнтовані графи 
деякого класу – ізоморфні тому, що між парами вершин: 1 6( , )c c , 

5 7( , )c c , 2 8( , )c c , 3 9( , )c c  і 4 10( , )c c  існує взаємно однозначне відношен-
ня. Отже представником цього класу може бути граф рис. 3.5, a або 
рис. 3.5, b. 

Рис. 3.5. Ізоморфні графи 

Зауважимо, що з’ясування ізоморфізму графів можна виконати за 
формалізованими схемами суміжностей графів [16, 17]. 

Однаковість графів за структурою можна застосувати для 
з’ясування структурної еквівалентності програм, що важливо для 
аналізу програм і спрощення програмних комплексів. 

Вважається, що дві програми 1ℜ  і 2ℜ  структурно еквівалентні, 
якщо їх структурні графи 1G  і 2G  ізоморфні, як не орієнтовані і на-
правлення дуг у відповідних вершин цих графів співпадає. 

Наведемо процедуру алгоритму для встановлення ізоморфізму 
структурних графів 1G  і 2G  [4] програм 1ℜ  і 2ℜ , 

1) для програм 1ℜ  і 2ℜ  будуються структурні графи, за вер-
шини яких приймаються відповідні оператори програм 
(вершини графів мають різні унікальні позначки, напри-
клад, iń  для першого графу і ju  для – другого), котрі 

з’єднуються дугами за семантикою програм; 
2) визначаються степені вершин графів ( )ist c  і ( )jst u , на яких 

утворюються класи вершин з однаковими степенями s
kŃ  і 

g
rU  відповідно для графів 1G  і 2G , де s і g  – степені вер-

шин класів; 

 c1 c7 

c3 

c8 

c2 c4 

c5 c9 c10 

c6 

b) a) 
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3) якщо кількості класів графів не однакова або кількості ве-
ршин у класах s

kŃ  і g
rU  з однаковими степенями різна, тоді 

робиться висновок, що графи не ізоморфні – у іншому ви-
падку процес дослідження продовжується; 

4) вважається, що вершина iń  графу 1G  взаємно однозначна 

до ju  графу 2G , якщо серед класів s
kŃ  і g

rU  знайдуться та-

кі, для яких s g=  і вони містять по одній вершині, тому 
виконується перевірка на існування таких класів і відпові-
дних вершин; для класів з більшою кількістю вершин не-
обхідно перейти до наступного пункту; 

5) виконується процес розбиття класів з більшою кількістю 
вершин ніж одна на підкласи доти поки у підкласах не зо-
станеться по одній вершині, якщо це можливо; 

6) якщо розбиття не можливе, тоді при наявності у відповід-
них класах альтернативних вершин на взаємно однознач-
ну відповідність, приймається рішення про ізоморфність 
графів, якщо альтернативності вершин відсутня – графи 
не ізоморфні. 

Детально процес розбиття на підкласи наведено в додатках при 
розгляді задачі еквівалентності програм. 

Поняття ізоморфізму можливо поширити на дуги одного і того ж 
графу. Дуги ( , )i jc c  і ( , )k sc c  графу G  ізоморфні, якщо між ними мож-

ливо встановити взаємно однозначне бінарне відношення зі збережен-
ням орієнтації дуг. Така залежність між дугами графу G  зветься 
автоморфізмом. Очевидно, петлі графу G  автоморфні, а маршрути 
графу G  складаються з автоморфних пар (класів) вершин. Виходячи з 
автоморфізму дуг маршруту довжини n, довжину маршруту можливо 
скоротити до одиниці при цьому позначивши дугу словом ( )j k ne e e… . 

Зрозуміло, що такі скорочення маршрутів дають можливість спрощува-
ти форму графа і відповідно спрощувати подальше їх дослідження. 

Наведемо деякі правила перетворення графів, за якими можна 
спростити навантажений граф. Для спрощення запису перетворень, 
правила перетворень демонструються на фрагментах шляхів [6 – 8]. 

1. Правило скорочення шляху: 

1 2 2 3 1 1, , , , , , ,( , , , ) (( ) )
m m ms k k j k k r k k s j r k ke e e e e e

−
=… ⋯ , 

якому після скорочення відповідає ланцюжок ( )s j rl e e e= ⋯ . 

2. Правило виключення паралельної дуги:  
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1, , 2, , 1 2 ,( )i j i j i je e e e∨ = ∨ , 

при якому вершини зберігаються. Якщо i j= , то маємо частковий 
випадок правила – виключення паралельних петель. 

3. Правило виключення альтернативної дуги:  

1 2 ,

1, , 2, ,
1 2 ,

( ) , ;

( ) , ;
i j

i j i k
i k

e e вершинаk виключена
e e

e e вершина j виключена

∨ −∨ =  ∨ −
 

за яким дві суміжні дуги замінюються однією − ( , )i jc c  або ( , )i kc c . 

4. Правило виключення петлі:  

1, , 2, , 3, , 1 2 , 1 3 ,( , ( )) ( ) ( )n n
i i i j i k i j i ke e e e e e e∨ = ∨ , 

де 1
ne – ланцюжок довільної довжини, утворений петлею 1, ,i ie . 

Правило поширюється і на заключну петлю альтернативних шля-
хів, тобто  

( )( ) ( ) ( )1, , 2, , 3, , 1 3 2 3, ,
, n n

i k j k k k i k j k
e e e e e e e∨ = ∨ . 

5. Правило виключення контурів: 

1, , 3, , 2, , 1 3 1 , 1 3 2 ,( , ) (( ) ) (( ) )n n
i j j i i k i j i ke e e e e e e e e∨ = ∨ , 

яке узагальнює правило 4. 
6. Правило виключення вершини: 

( ) ( )
1, , 3, , 2, , 4, ,

1 4 , 1 3 , 2 3 , 2 4 ,

( , ) ( , )

( ) ( ) ( ) ( )

i m m n j m m k

i k i n j n j k

e e e e

e e e e e e e e

∨ =

= ∨ ∨ ∨
. 

В деяких випадках дослідження зв’язаності графа спрощується 
при визначені його характеристик. 

3.5.  Виміри графів 

Найпростішим виміром графів є цикломатичне число, яке при від-
повідній модифікації застосовується в програмній інженерії для ана-



90 
 

лізу структури програм, кваліфікаційного рівня колективів програмі-
стів тощо [3 – 5]. 

Визначення 3.11. Найменше число вершин графу G , видалення яких 
приводе до незв’язаного графу, називається зв’язністю графу ( )Gκ . 

Якщо зв’язаний граф має n вершин і m ребер, тоді 
Визначення 3.12. Цикломатичне число ( )Gν  зв’язаного неорієнто-

ваного графа G  підраховується за формулою ( ) 1G m nν = − +  і харак-
теризує вимір зв’язаності графу. 

Наприклад, зображені на рис. 3.1 графи мають наступні циклома-
тисні числа: ( ) 6 4 1 3aGν = − + = , ( ) 8 6 1 3bGν = − + =  і 

( ) 4 5 1 0cGν = − + = . Це означає наявність трьох циклів у перших двох 
графах і відсутність циклів у третьому графі. 

Виходячи з того, що орієнтований граф з однією початковою і однією 
заключною вершинами взагалі утворений декількома альтернативними 
маршрутами, тобто не сильно зв’язаний, тому вводячи віртуальну дугу з 
порожньою позначкою ο , яка з’єднує заключну і початкові вершини, 
отримаємо сильно зв’язаний граф і тому маємо можливість підрахувати 
цикломатичне число і для цього випадку [5] ( ) 2G m nν = − + .  

На графах, зображені на рис. 3.6 віртуальні дуги зображені пунк-
тиром і їх цикломатичні числа ( ) ( ) 5 4 2 3a bG Gν ν= = − + = . 

Рис. 3.6. Графи з віртуальними дугами для виміру 
цикломатичного числа 

З наведеного прикладу видно, що цикломатичне число не врахо-
вує складності графів. Очевидно, що другий граф за своєю природою 
складніший першого, хоча у них цикломатичні числа однакові. Скла-
дність графу можна визначити різним чином. Наприклад, якщо ви-
значити складність графу  

 c1 

c2 

c3 

c4 

c1 

c2 

c3 

c4 
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( ) max{ ( )}i
i I

G st cς
∈

= , (3.5)

тоді для першого графу на рис 3.6 4ς = , для другого – 6ς = . 
Але складність за виразом (3.5) не враховує будову графу. Випра-

вити це можна за допомогою введення структурних векторів графу 
[3, 9]. Перший структурний вектор графу визначається на степенях 
вершин графу, тому назвемо його степеневим структурним векто-
ром ( )Q G  графу G. Для побудови вектору Q розіб’ємо вершини 
графу G  по степеням s на класи sQ . Тоді  

( )0 1( ) # ,# , ,#Q G Q Q Qς= ⋯ , (3.6)

де # sQ  – розмір класу sQ , індекс ς  визначається формулою (3.5). 
Зрозуміло, що кількість вершин графу G  завжди дорівнює 

0

# k
k

Q
ς

=
∑ . Але кількість дуг графу за степеневим вектором не очевидна. 

Аналіз виразів (3.5) і (3.6) показує, що вимір складності графу завжди 
можна знайти із структурного вектора (3.6), причому, чим більший 
розмір вектору, тим складнішим буде граф. 

Знайдемо вектори 1( )Q G  і 2( )Q G  для графів 1G  і 2G  рис. 3.6 (вір-
туальні дуги не належать графам). Для першого графу: 1( ) 4Gς = , 

0Q = ∅ , 1 1 4{ , }Q c c= , 2Q = ∅ , 3Q = ∅  і 4 2 3{ , }Q c c= , тому степеневий 
структурний вектор 1( ) (0, 2, 0, 0, 2)Q G = . Аналогічно знаходимо сте-
пеневий вектор для другого графу 2( ) (0, 2, 1, 0, 0, 0, 1)Q G = . Порів-
нюючи вектори 1( )Q G  і 2( )Q G  бачимо, що розмір другого вектора 
більший, тому відповідний граф складніший. 

Розглянемо тепер другий структурний вектор графу визначений 
на відстанях між його вершинами. Нехай ic  і jc  довільні зв’язані ве-

ршини графу G , тоді між ними за формулою (3.3) існує відношення 
відстані ( , )i jc cρ . Можна перевірити, що ρ  є відношенням еквівален-

тності, тому множину вершин графу G  за цим відношенням поділено 
на класи еквівалентності ; ( , )s i jW s c cρ= . Очевидно, що будь який 

клас sW  складається з множини пар вершин, відстань між якими до-
рівнює s; зокрема, клас 0W  складається з пар ( , )i ic c  всіх вершин гра-
фу G . Тепер, другий структурний вектор графу визначимо так: 
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( )0 1( ) # ,# , # dW G W W W= ⋯ , (3.7)

де d – діаметр графу (див. рис. 3.4). 
Другий структурний вектор графу за змістом пов'язаний з виміра-

ми відстаней між вершинами цього графу, тому назвемо його метри-
чним структурним вектором графу. Очевидно, наявність петель на 
вершинах графу не впливає на метричний вектор, але наявність цик-
лів і розгалужень змінюють його структуру. 

Підрахуємо компоненти векторів 1( )W G  і 2( )W G  для графів 
рис. 3.6. 

{ }0 1 1 2 2 3 3 4 4( , ),( , ),( , ),( , )W c c c c c c c c= ,  

{ }1 1 2 2 3 3 4( , ), ( , ), ( , )W c c c c c c= ,  

{ }2 1 3 2 4( , ), ( , )W c c c c=  і  

{ }3 1 4( , )W c c= .  

Зрозуміло, що ці компоненти однакові для обох метричних векто-
рів, з відси маємо: 1 2( ) ( ) (4, 3, 2, 1)W G W G= = . При наявності циклів 
(врахувати віртуальні дуги) в графах 1G  і 2G  рис. 3.6 компоненти і 
структура їх метричних векторів змінюється 

1 2( ) ( ) (4, 4, 2)W G W G= = . 
Зауважимо, що розглянуті виміри графу: цикломатичне число, ді-

аметр, складність, структурні вектори є інваріантними до орієнтації 
графу. 

3.6.  Завдання і вправи 

1. На вершинах {1,2,3,4,5}C =  {1, 2,3, 4,5}C = побудувати орграф, 

якщо множини D D  визначаються відношеннями: 

а) ( )1 2 3 4

5 1

2 1 4 1 5 2
, 3 1 , ,

2 3 4 3 5 3

5 4

ρ ρ ρ ρ

 
 

     = = = =        
 
 

; 
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б) 1 2 3 4

5 1

2 2 1 4 4 1 5 2
, , ,

2 3 1 1 4 3 5 3

5 5

ρ ρ ρ ρ

 
 

       = = = =            
 
 

; 

в) ( ) ( )1 2 3 4 5

1 1 4 1 5 3
, 3 1 , , , 2 2 ;

1 3 4 3 5 1
ρ ρ ρ ρ ρ     

= = = = =     
     

 

г) ( )1 2 3 4

5 1

1 2 4 1 5 2
, 3 5 , ,

1 3 4 4 5 5

5 4

ρ ρ ρ ρ

 
 

     = = = =        
 
 

. 

2. Для графів попередньої вправи з’ясувати степені вершин. Ви-
значити які з них ізольовані. 

3. Для графів вправи 1 виділити шляхи та визначити їх довжину. 
Які з них утворюють маршрути і цикли? 

4. Які із графів вправи 1 утворюють дерева? 
5. На прикладах вправи 1 пояснити зв’язаність графів. 
6. Для прикладів вправи 1 побудувати матриці суміжностей. 
7. Якщо вважати графи вправи 1 навантаженими, тоді спростити 

графи (якщо це можливо). 
8. Для графів вправи 1 побудувати ізоморфні графи. 
9. За допомогою бінарного алфавіту побудувати кодові дерева для 

кодування у восьмирічній та шістнадцятирічній системах чис-
лення. 

10. Відтворити дерево для розпізнання задуманого партнером числа 

від одиниці до n, 8, 15, 33n n n= = = . Якою є довжини мар-

шрутів цих дерев? 
11. Побудувати дерево для знаходження фальшивої монети серед 

купи із m монет за допомогою ваг, якщо відомо, що фальшива 
монета важча за звичайну монету. Чому дорівнює степінь вер-
шин цього дерева? 

12. Для графів вправи 1 знайти структурні вектори. 
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13. Довести, що вимір відстані між вершинами графу задає відно-
шення еквівалентності. 

3.7.  Підсумковий коментар 

Розглянуті у розділі елементи теорії графів необхідні студентам, 
які навчаються за напрямком програмної інженерії по-перше, для за-
своєння навичок організації і обробки графових структурами даних 
[2, 13], по-друге для здобуття знань з аналізу і перетворення програм 
[9 – 12]. Теорія графів незавершена і продовжує розвиватися як кла-
сична конструктивна наука, так і прикладна наука програмної інже-
нерії. Теорія графів застосовується у нечітких структурах, її 
поширюють на некласичні множинні об’єкти, зокрема, на мультогра-
фи і мультомережі [1]. 
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Розділ 4.  

Абстрактні моделі і структури в теорії 
програмування 

У цьому розділі розглядаються важливі для теоретичного і прак-
тичного програмування абстрактні математичні об’єкти такі як авто-
мати, алгебраїчні  та формально конструктивні структури. Загальні 
поняття автоматів, виникли і сформовані у середині  попереднього 
сторіччя [2, 4, 16, 17]. Алгебраїчні структури як математичні об’єкти 
суттєво почали розглядатися також у середині попереднього сторіччя 
Біргофом [3], Бурбаки [5], Мальцевим [11] та іншими дослідниками. 
Моделі автоматів широко застосовуються в теорії формальних мов, 
теорії алгоритмів, базах знань та інших розділах програмної інжене-
рії. Алгебраїчні структури застосовуються в першу чергу для аналізу 
операцій та алгоритмів, дослідження їх властивостей, виконання різ-
них перетворень над об’єктами програм [1, 2, 10, 12, 13, 18] тощо. 

4.1.  Мета розділу 

Теорія програмування не завершена наука і має розмиті межі. Од-
нією із цілей якої є розвиток математичного апарату, орієнтованого 
на теоретичне практичне програмування. Ці дослідження спираються 
на теорії абстрактних автоматів, алгебр, структур і інше, викладення 
елементів яких наведено у розділі. 

Метою розділу є наведення основних відомостей про різні абстра-
ктні автомати, їх способи представлення і задавання, мови автоматів 
та інше; різновиди абстрактних алгебр і формальних конструктивних 
структур, якими необхідно володіти студентам для засвоєння навичок 
моделювання алгоритмічних структур, розробки алгоритмічних про-
грам і штучних систем. 
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4.2.  Абстрактні автомати 

У своїй діяльності людина стикається з автоматами: торговельни-
ми автоматами, виробничими керуючими автоматами тощо. Різновид 
автоматів досить великий і їх конструктивне представлення різнома-
нітне. Але характерним для них є те, що вони функціонують в часі, 
мають входи, виходи і знаходяться в певних станах. Наприклад, ін-
формаційний автомат приймає повідомлення (стан прийняття інфор-
мації), переробляє інформацію (стан кодування), передає сигнал (стан 
відправлення сигналу) та інші. Нас будуть цікавити абстрактні ав-
томати, як моделі реальних пристроїв, процесів та інше. Абстрактні 
автомати застосовуються в різних системах управління, штучного ін-
телекту. Різні види абстрактних автоматів використовують для обро-
бки слів (ланцюжків) формальних мов (словарні автомати), для 
моделювання пам’яті обчислюваних машин (автомати над 
пам’яттю), для моделювання множин мереж (мереживі автомати) і 
інші. 

Змістовно абстрактний автомат можна представити як абстракт-
ний пристрій призначений для перетворення вхідних сигналів у вихі-
дні, тому він має вхідний та вихідний канали зв’язку і знаходиться у 
кожний дискретний момент часу kt  в одному із станів ( )i kz t Z∈ . 
Причому у ці моменти часу через вхідний канал зв’язку до пристрою 
поступають сигнали з повідомленнями у вигляді слів (ланцюжків), 
побудованих на символах (об’єктах) деякого вхідного скінченого 
об’єктного алфавіту A. В ті ж моменти часу через вихідний канал 
зв’язку пристрій видає сигнал повідомлення, яке складається з елеме-
нтів вихідного об’єктного алфавіту B , так представлений автомат на-
гадує пристрій кодування інформації – з одного боку, а з іншого – 
формальну систему. 

Абстрактні автомати поділяють на скінченні та нескінченні, якщо 
автомат може знаходиться тільки у скінченій сукупності станів, тому 
його називають скінченим, у протилежному випадку нескінченим.  

Приклад 4.1. Побудуємо макромодель автомату A , яка реалізує 
процес функціонування СМО з прикладу 1.2. 
⊳ Пристрій, який реалізує СМО складається з множини терміналів 

T , (їх два), котрі зв’язані каналами з автоматом A (рис. 4.1).  
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Рис. 4.1. Технічний пристрій СМО 

Залежність виходів автомату (закритий або відкритий канал авто-
мату) від входів задається функцією істинності (див. табл. 1.3). Отже, 
маємо чотири вхідних комбінацій-кортежів автомату, які позначимо 
як (0,0)a = , (0,1)b = , (1,0)c = , (1,1)d =  і вони утворюють множину 
входів – алфавіт { , , , }A a b c d= . 

Автомат має зачинений або відкритий канали зв’язку, тому з фор-
мального боку він може знаходитися у восьми станах z, пов’язаних з 
входами і виходами  

1 ( ,1)z z a= , 2 ( ,1)z z b= , 3 ( ,1)z z c= , 4 ( ,1)z z d= ; 

5 ( ,0)z z a= , 6 ( ,0)z z b= , 7 ( ,0)z z c= , 8 ( ,0)z z d= . 

За значеннями функції істинності, (табл. 1.3) наведені стани мо-
жуть бути помилковими, тому автомат повинен видавати повідом-
лення про хибність стану (значення – 0). Хибність стану автомату 
змінюється в наступні такти часу у разі подання на термінали тільки 
позитивного входу (комбінація d ). Таким чином запирання і відкрит-
тя каналу (0 або 1) характеризується значенням логічної функції (0 – 
хибно, 1 – істинно) і множина виходів { , , , }B p q w r=  автомату визна-
чається відповідними парами (0,0) p= , (1,0) q= , (0,1) w=  і (1,1) r= . 
Так як автомат функціонує у часі t , тоді його стани змінюються через 
постійні часові кванти t∆  за правилом 

( ) ( ( ), )i j kz t z t t b→ + ∆ , (4.1)

у якому права частина заміщення визначена на декартовому добутку 
Z B× . 

Схема функціонування автомату буде складатися з набору правил 
(4.1), яку зручно представити табл. 4.1.  

Зауважимо, що у табл. 4.1 замість кортежів ( ,i jz b ) використана 

спрощена форма представлення i jz b . 
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Таблиця 4.1  
Таблиця переходів автомату 

 a  b  c d  

1z  1z q 2z q 1z r  8z p 

2z  5z p 2z q 3z q 2z r  

3z  3z r  6z p 3z q 4z q 

4z  1z q 4z r  7z p 4z q 

5z  5z p 2z q 5z w 8z p 

6z  5z p 6z p 3z q 6z w 

7z  7z w 6z p 7z p 4z q 

8z  1z q 8z w 7z p 8z p 

Зауважимо, що у табл. 4.1 замість кортежів ( ,i jz b ) використана 

спрощена форма представлення i jz b . 
Відслідковувати роботу автомату також можна за його графом, 

котрий зображено на рис. 4.2.  

Рис. 4.2. Граф переходів автомату узгодженого з даними табл. 4.1 
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Напрямок дуг графу визначається правилом обробки табл. 4.1 «від 
вершини першої колонки вибраного рядка до вершини, вказаній у 
відповідній клітині цього рядка».⊲  

Звернемо увагу на те, що розглянутий автомат A  схожий з техні-
чним автоматом обертання вала, який розглянуто в роботі [4] 

4.2.1.  Визначення та способи визначення автоматів 

Існує декілька підходів до визначення автоматів. Якщо розгляда-
ється зовнішня поведінка пристрою, тобто функціонування пристрою 
по відношенню до зовнішнього середовища, тоді застосовують підхід 
чорного ящика так званий макропідхід, якщо розглядається його по-
ведінка в залежності від станів елементів пристрою, їх зв’язаності та 
інше, тоді застосовується підхід типу білого ящика або мікропідхід.  

Макропідхід застосовано у прикладі 4.1. При макропідході авто-
мат визначається так [4, 17]: 

Визначення 4.1. Скінчений автомат це формальна упорядкована 
п’ятірка  

, , , ,A Z B= ϕ ψA , (4.2)

в якій A – вхідний скінчений алфавіт, Z – скінчена множина станів, 
B– вихідний скінчений алфавіт, ϕ  – функція переходів визначена як 

: A Z Zϕ × →  і ψ – функція виходів, яка відображає декартовий добу-
ток A Z×  в B . 

За підходом чорного ящика абстрактний автомат (4.2) можна зо-
бразити, як на рис. 4.3. 

Рис. 4.3. Представлення автомату «чорним ящиком» 

Представлення автомату у вигляді зображеного на рис. 4.3 задає 
його агрегативну модель з довільним входом a A∈  та довільним ви-
ходом b B∈ , яка знаходиться у стані ( )z t Z∈  під впливом оператора 
станів ϕ  і оператора виходів ψ . 

Визначені за виразом (4.2) автомати також звуть автоматами Мілі [2]. 

 
a b Z , φ , ψ 
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Розглянемо питання функціонування автомату A за введеним ви-
значенням 4.1. 

Нехай автомат A знаходиться в момент часу 0t  у деякому почат-
ковому стані 0( )z t Z∈  та готовий до прийняття повідомлення у ви-
гляді ланцюжка 1 2A nl a a a= … , визначеного на алфавітові A, тобто 

( )Al A∈F  і його вхідний канал приймає посимвольно цей ланцюжок 
відповідно в моменти часу 1 0t t> , 2, , nt t…  як 1 1 2 2( ), ( ),..., ( )n na t a t a t . То-
ді функціонування автомату визначене, якщо визначені його стани і 
виходи в кванти часу it , тобто за виразами (4.1) і (4.2)  маємо 

1 1 1( ) ( ( ), ( )) ,

( ) ( ( ), ( )) .
i i i i

i i i i i

z t a t z t Z

b t a t z t B
− − −= ϕ ∈

= ψ ∈
 (4.3)

Вираз (4.3) означає, що стан ( )iz t  автомату залежить від попере-
дніх станів і об’єктів вхідного алфавіту, які прийняті автоматом до 
моменту часу it . Через це вихідні об’єкти автомату ib  також залежать 
від попередньо прийнятих об’єктів вхідного алфавіту. Отже вхідному 
ланцюжкові Al  автоматом A ставиться у відповідність вихідний лан-
цюжок Bl , побудований на елементах алфавіту B  за відображенням 
(4.3). Множина всіх вихідних ланцюжків автомату A, отриманих за 
допомогою рекурсивних правил (4.3) з початкового стану 0z , назива-
ється формальною мовою автомату або просто мовою автомату 
(мовою проведену автоматом) і позначається як ( )L A. Очевидно, що 
мова автомату є підмножиною вільної мови, тобто ( ) ( )L B⊂A F , при-
чому може статися, що мова автомату буде порожньою 

( ) { }L = ∅ = οA ; нагадуємо, що порожній елемент Aο∈  і Bο∈ . 
Введене визначення автомату є досить загальним, але на практиці 

виникають часткові випадки автомату A, тому розглянемо деякі з 
них. 

Автомати без пам’яті. Так називають автомати які визначаються 
трійкою , ,A B ψ . Залежності (4.3)  в цьому випадку вироджуються в 

( )i ib a= ψ , тобто вихідний символ на i -ому моменті часу залежить 
тільки від вхідного символа автомату в цей же момент часу і не зале-
жить від інших попередніх вхідних символів. Таким чином, кожний 
автомат відтворює по символьний перевод вхідних символів у вихід-
ні об’єкти. Прикладом такого автомату є кодування символів n– нар-
ної системи числення кодовими комбінаціями визначеними на 
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деякому алфавітові, наприклад, восьмирічної системи числення 
(0,1,...,7) – двійковими кодовими комбінаціями (000,001,...,111) (див. 
рис. 2.1). 

Автономні автомати. Це такі автомати які представляються чет-
віркою , , ,Z B ϕ ψ . Характерним для них є те, що відображення  

1

1 1

( ) ( ( )),

( ( ));
i i

i i

z t z t

b z t
−

− −

= ϕ
= ψ

 (4.4)

при заданому початковому стані автомату, однозначно відтворює ви-
хідний ланцюжок Bl  і ланцюжок станів Zl . Такі автомати, наприклад, 
реалізують алгоритмічну програму без вхідних параметрів. 

Автомати без виходу задаються упорядкованою трійкою , ,A Z ϕ . 

В співвідношеннях (4.2) для цього випадку зостається лише перше, 
тобто 

1 1( ) ( , ( ))i i iz t a z t− −= ϕ  (4.5)

Зрозуміло, що автомат без виходу не утворює ніякої мови, але йо-
го поведінку можна відслідковувати за його функціонуванням. На-
приклад, якщо автомат обробляє вхідний ланцюжок Al  (перевіряє 
його належність до певної мови ( )L A ) починаючи з початкового ста-
ну 0( )z t  і при досягненні деякого заключного стану ( )kz t  приймає 
значення true (істини), то вважається, що ( )Al L A∈ , у протилежному 
випадку, тобто коли ( )kz t false=  (хибно) приймається, що ( )Al L A∉ . 
За таким принципом реалізується одна з функцій автомата–
транслятора алгоритмічних програм.  

Частковим випадком автоматів без виходу є недетерміновані ав-
томати які задаються упорядкованою п’ятіркою 1 2, , , ,A Z Z Z= ϕA . 

Тут 1Z Z⊂   множина початкових станів автомату – і 2Z Z⊂  – мно-
жина заключних станів, причому, як правило,  вважається, що їх пе-
ретин порожній. 

Автомати Мура також як і автомати Мілі визначаються п’ятіркою 
(4.2), але вихідна функція задається як : Z Bψ → , тут вихідна функ-
ція явно не залежить від символів вхідного алфавіту. Будь який авто-
мат Мура є автоматом Мілі тому, що для автомату Мура функцію 
виходу можна задати на декартовому добутку Z∅× , де { } A∅ = ο ⊂ . 
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При макропідході – визначення автомату більш різноманітне воно 
суттєво залежить від способу моделювання складових елементів ав-
томату. Узагальнене визначення для цього підходу може бути, на-
приклад, таким: описати елементи is , з яких складається внутрішнє 
середовище автомату і схему з’єднання цих елементів. Цей опис ав-
томату можна виконати моделюючи елементи is  різними способами, 
наприклад, автоматами Мура. Упорядковуючи агрегати (автомати) по 
між елементним зв’язкам отримаємо мережеву схему автомату. На-
приклад, абстрактна дискретна модель ЕОМ [21] має схему, яка скла-
дається з керуючого A і операційного B  автоматів. Метою керуючого 
автомату A є відтворення вихідних мікро операцій y , які сприйма-
ються операційним автоматом B . В свою чергу операційний автомат 
породжує сигнали x повідомлень у вигляді кортежів деяких елемен-
тарних логічних умов 1 2( , ,..., )kα α α .Структурна схема абстрактної 
ЕОМ зображена на рис. 4.4. 

Рис. 4.4. Абстрактна ЕОМ 

Керуючий автомат A, як правило представляється скінченим ав-
томатом Мілі, а операційний B  запобігаючи можливостям виникнен-
ня зацикленостей представляється нескінченим автоматом Мура 
стани якого інтерпретуються змістом досить великої кількості регіст-
рів. 

Іншим прикладом таких структурних автоматів є так звані логічні 
схеми, які застосовуються в системах штучного інтелекту. 

Розглянемо задавання деяких найбільш поширених можливостей 
автоматів Мілі. Під висловом: «Задати автомат» розуміється сформу-
вати опис його функціонування (поведінки в часі), тобто подати 
представлення функцій переходу та виходу в тій чи іншій формі обу-
мовленій предметною областю, на якій розглядається автомат. 

Скінчений автомат за представленням (4.2) є формальним конструк-
тивним об’єктом визначеним на вхідному алфавітові та на множині 
станів, він може бути представлений в площинній табличній формі у 
вигляді двох таблиць відношень: таблиці переходів Tϕ  та таблиці вихо-

дів Tψ . Рядки таблиць позначаються символами вхідного алфавіту A, а 

стовбці – елементами множини станів Z  і у відповідних клітинах за фо-

 
a b Z , φ , ψ 
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рмулами (4.3) записуються елементи множини Z  та символи вихідного 
алфавіту B . Наприклад, якщо { , , }A a b c= , {0.1}B =  і { , , }Z = α β δ , тоді 
таблиці відношень Tϕ  та Tψ  можна представити так: 

Tϕ =

\i ia z

a

b

c

α β δ
β α α
α α β
α β α

,     Tψ =

\

0 1 1

1 0 1

0 1 0

i ia z

a

b

c

α β δ

. 

Інколи, позначки та стовпців двох таблиць Tϕ  та Tψ , автомат пред-

ставляють однією таблицею T , в якій у клітинах записують послідо-
вно значення функції ϕ  та ψ . Так для попереднього випадку дві 
таблиці можна записати як одну 

T =

\

,0 ,1 ,1

,1 ,0 ,1

,0 ,1 ,0

i ia z

a

b

c

α β δ
β α α
α α β
α β α

. (4.6)

Таблиці автоматів, в залежності від їх видів мають специфічну бу-
дову. Для автомату Мура таблиця виходів Tψ  має однакові значення у 

стовпцях для певних елементів множини Z . Автомат без пам’яті 
описується тільки однією таблицею Tϕ , наприклад: 

\i ia z

a

b

c

α β δ
β α

α β
α β

, 

порожні клітини означають, що на відповідних елементах функція ϕ  
не задана. 

При досліджені, представлених у табличній формі автоматів мож-
на користуватися прийомами досліджень відношень, як у розділі 2. 

Таблична форма представлення автомату дозволяє розглядати її 
клітини, як результати операції заміщення в формальній системі (див. 
розділ 1) і представляти ці таблиці у вигляді правил формальної сис-
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теми автомату. Для прикладу, за вище наведеною таблицею (4.6) 
система правил має вигляд: 

1 2 3

4 5 6

7 8 9

: 0, : 1, : 1;

: 1, : 0, : 1;

: 0, : 1, : 0.

p a p a p a

p b p b p b

p c p c p c

α → β β → α δ → α
α → α β → α δ → β
α → α β → β δ → α

 (4.7)

Припустимо, що α  початковий стан, а β  заключний стан автомату 
і нехай в моменти часу 0 1 2, ,t t t  на вхід автомату подаються символи 
ланцюжка acc, тоді після переробки ланцюжка автоматом за прави-
лами (4.7) в момент часу 3t  отримаємо на виході код цього ланцюжка 
011. 

Автомати також зручно представляти в наглядній графовій формі 
у вигляді площинного орієнтованого мультографа, за вершини якого 
приймають стани автомату iz Z∈ , а дуги навантажують елементами 
декартового добутку A B× . Так за першим правилом автомату (4.7) 
маємо дугу визначену кортежем ( , )α β  і навантажену упорядкованою 
парою ( ,0)a  за другим правилом отримаємо дугу ( , )β α  навантажену 
парою ( ,1)a  і так далі. Побудований за правилами (4.7) граф автомату 
зображено на рис. 4.5. 

Рис. 4.5. Граф переходів автомату за правилами (4.7) 

В залежності від типу автомату його графове представлення може 
мати ті чи інші особливості. Так автономний автомат описується 
графом, з кожної вершини якого виходить тільки дуга помічена сим-
волом вихідного алфавіту; для автомату Мура характерним є те, що 
вхідні дуги в вершину iz  мають однакові вихідні позначки, як зобра-
жено на рис. 4.5 і тому ці позначки можна віднести до позначки від-
повідної вершини. 
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Рис. 4.6. Фрагмент представлення графу переходів автомату Мура 

Для недетермінованих автоматів їх графи мають вершинами стани 
автоматів, а дуги навантажуються символами вхідних алфавітів. 
Причому недермінованість автомату характеризується тим, що по-
значки суміжних дуг можуть бути однаковими.  

Як відомо, граматичні правила алгоритмічних мов програмування 
інколи зображають синтаксичними діаграмами. Наприклад, правило 
побудови ідентифікатора (ім’я змінної, ім’я файлу тощо) зображуєть-
ся такими синтаксичними діаграмами (рис. 4.7). 

Рис. 4.7. Синтаксичні діаграми ідентифікатора 

З синтаксичних діаграм зображених на рис. 4.7 видно, що іденти-
фікатор є ланцюжок (можливо нескінчений), який складається з букв 
(в нашому випадку малих латинських) і цифр, причому початковим 
символом ланцюжка є буква. Якщо тепер ввести позначки: 0z  – поча-
тковий стан автомату, iz  – заключний стан (ідентифікатор) автомату, 
навантажити довільними буквами з позначкою «б» і довільними циф-
рами з позначкою дуги «ц», тоді  граф автомату прийме вигляд зо-
бражений на рис. 4.8.  

Формальна мова, яка проводиться цим автоматом може бути пред-
ставлена так: ( ) { | (( ) | ( ) ) ; 0,1,2,...}n n nL б б ц n= =A . 

 

 a,c z z,c 

b,c b 

a 
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Рис. 4.8. Граф переходів автомату, який проводе 
ідентифікатори 

Добре розвинута теорія графів дозволяє перенести визначення і 
поняття з графів на автомати. Наприклад, автомат 1A є підавтоматом 
автоматуA, 1⊂A A, якщо між їх відповідними графами існує вклю-
чення 1G G⊂ ; автомати 1A і 2A ізоморфні, якщо їх графи 1G  і 2G  
ізоморфні (див. розділ 3). 

Існують інші методики опису поведінки автоматів, наприклад, ма-
тричне представлення, представлення автоматів за допомогою логіч-
ної мови одномісних предикатів [4, 17, 20] тощо. Але ми будемо 
надавати перевагу наглядній графічній формі представлення автома-
тів. 

4.2.2.  Недерміновані автомати 

Розглянемо деякі елементи досліджень і властивостей не детермі-
нованих автоматів. Нагадаємо, що не детермінований автомат визна-
чається як  

0 1, , , ,A Z Z Z= ϕA , (4.8)

або його можна задати звичайним орієнтованим мультографом G  з 
множиною початкових станів 0Z Z⊂  та заключних – 1Z Z⊂ . Через 
це кожна пара суміжних ( , )i jz z  вершин графу G  має різні позначки 

символів (дуги з однаковими позначками інформативно нічого ново-
го не несуть) з деякого підалфавіту kA A⊆ , що дає можливість під-
графові на кортежі ( , )i jz z  поставити в однозначну відповідність 

множину , ,k i jA . Серед підмножин алфавіту A можна виділити суміж-

ні підмножини , , , ,,k i j m j nA A A⊆ , тобто такі, які визначені на спільних 

станах автомату. Зрозуміло, що послідовність попарно суміжних під-
множин алфавіту A ( )1,1,2 2,2,3 , , 1,, ,..., k k m mA A A N=  утворює напрямок по-

ведінки автомату від стану 1z  до стану mz . Якщо множини , ,i j nA  
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одноелементні, то маємо звичайний шлях 1,mP  графу G  або шлях по-

ведінки автомату. причому має місце включення 1, 1,m mP N⊆ , за яким 

кожен елемент шляху належить відповідній множині напрямку. Так, 
наприклад, напрямок на вершинах (1,2,3,4) 

( )1,1,2 2,2,3 3,3,4 4,4,2, , ,N A A A A= , де 1 { , }A a c= , 2 { , , }A a b c= , 3 { }A b=  і 

4 { , }A b d=  – підмножини множини { , , , }A a b c d= ; включає шляхи 

1 1,2 2,3 3,4 4,2( , , , )P a c b b=  і 2 1,2 2,3 3,4 4,2( , , , )P c b b d= , котрі є частковим випад-

ком напрямків поведінки автомату і їм можна передати альтернативи 
напрямків поведінки виключивши паралельні дуги за правилами ви-
ключень на графах (див. розділ 3). Тобто замість напрямку поведінки 
автомату можна розглядати альтернативний шлях поведінки авто-
мату 

( )1,2 2,3 3,4 4,2( ) , ( ) , , ( )P a b a b c b b d= ∨ ∨ ∨ ∨ . (4.9)

В подальшому напрямки поведінки автомату будемо представляти 
виразом альтернативного шляху (4.9). Розглянемо деякі властивості 
альтернативних шляхів поведінки автоматів. 

Шлях *P  поведінки автомату назвемо простим якщо він відтво-
рює поведінку автомату між суміжними станами графу G . Очевидно, 
простий шлях може відтворювати поведінку автомату на одному ста-
ні за петлею графа. Два прості шляхи *

1P  і *
2P  назвемо суміжними 

шляхами, якщо вони відтворюють поведінку автомату з суміжними 
підмножинами , , , ,,k i j m j nA A A⊆ . Шлях поведінки автомату є складним 

шляхом, якщо цей шлях складається з простих шляхів. Шлях *P  мо-
жна отримати за допомогою об’єднання суміжних шляхів, наприклад, 
шлях (4.9) утворений за допомогою операції об’єднання простих су-
міжних шляхів: ( )1,2( )a b∨ , ( )2,3( )a b c∨ ∨ , ( )3,4b  і ( )4,2( )b d∨ . Шлях 

поведінки *P  автомату є тупиковим шляхом, якщо він завершується в 
тупиковій вершині графу або в заключному стані автомату. Повним 
шляхом поведінки автомату є тупиковий шлях, який починаються в 
початковому стані автомату. 

Можна досліджувати будову автоматів за їх шляхами та під шляха-
ми аналізуючи структури графів автоматів, структурні вектори тощо. 
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4.2.3.  Мови автоматів і методи їх побудови 

Позначки альтернативних шляхів автомату утворюють мовні 
конструкції на його вхідному алфавітові. Так альтернативний шлях 
(4.9) утворює мовну конструкцію 

{ }0( ) (( ) ( )) ( ) ;n
iL a b a b c b b d a b c b n= ∨ ∨ ∨ ∨ ∨ ∨ ∈N . 

Очевидно, мовні конструкції iL , утворені повними шляхами пове-
дінки автомату, є підмножинами мови автомату ( )L A. 

В загалі мовні конструкції можуть належати чи не належати до 
мови автомату.  

Розв’язання задачі належності мовної конструкції iL  можна за до-
помогою прийому розшифровки мови автомату. Прийом розшифров-
ки мови автомату полягає у наступному: 

– для заданого автомату (4.8) будуємо його мультограф G ; 
– для кожної початкової вершини 0 0iz Z∈  графу G  будуємо всі 
можливі повні альтернативні шляхи поведінки автомату; 

– за всіма повними альтернативними шляхами знаходимо мовні 
конструкції jL ; 

– об’єднуючи всі мовні конструкції j
j
L∪  отримаємо мову автомату. 

Також за допомогою прийому розшифровки можна дати відповіді 
на питання належність мовної конструкції до мови ( )L A, чи автомат-
на мова є порожньою тощо. 

Запропонуємо інший більш зручний прийом побудови мови авто-
мату за так званим функціонально еквівалентним двополюсником. 

Спочатку введемо необхідне поняття еквівалентності автоматів. 
Визначення 4.2. Автомати 1 1 10 11 1, , , ,A Z Z Z= ϕA  і 

2 2 20 21 2, , , ,A Z Z Z= ϕA   функціонально еквівалентні, якщо вони про-

водять одну і ту ж мову, тобто 1 2( ) ( )L L=A  A . 
За роботою [17] визначимо двополюсник, як не детермінований 

автомат з одним початковим станом 0z  і одним kz  – заключним ста-

ном 0, , , ,d kA Z z z= ϕA , для графу якого виконуються наступні умо-

ви: 
– з початкового стану 0z  тільки виходять дуги, 
– в заключний стан kz  тільки входять дуги. 
Тоді у початковому і заключному станах такого автомату петлі і 

контури на графові відсутні.  
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Властивості не дермінованих автоматів визначає 
Твердження 4.1. Будь який не детермінований автомат зводиться 

до функціонально еквівалентного йому двополюсника. 
⊳Це твердження виникає з того, що для довільного автомату (4.8) 

можна ввести два додатні стани, один з яких прийняти за початковий 

0z  і з’єднати його вихідними дугами (навантаженими порожнім сим-
волом ο ) з усіма початковими станами 0 0iz Z∈  заданого автомату; 
другий прийняти за заключний kz , з’єднавши його порожніми дугами 
з усіма 1 1jz Z∈  автомату і переозначивши, якщо потрібно, вершини 

нового графу переходів, отримаємо функціонально еквівалентний ав-
томат dA .⊲  

Твердження 4.2. Будь який двополюсник зводиться до функціона-
льно еквівалентного йому простого шляху. 
⊳ Це твердження доводиться за допомогою операцій виключення 

підграфів, розглянутих у розділі 3. ⊲  
Отже за твердженнями 4.1 і 4.2, мову яку проводить автомат мож-

на отримати наступним шляхом: 
– заданий не детермінований автомат звести до двополюсника; 
– за допомогою операцій виключення вершин та дуг графу звести 
двополюсник до простого шляху; 

– навантаження простого шляху прийняти за мову автомату. 
Розглянуті вище автомати, які проводять ту чи іншу побудовану 

на вхідному алфавітові мову інколи називають автоматами обробки 
слів або просто словарними автоматами. Виходячи з визначення  ек-
вівалентності словарних автоматів можна зробити висновок, що клас 
функціональної еквівалентності для певної автоматної мови взагалі 
нескінченний і для заданої мови можливо побудувати скільки завгод-
но словарних автоматів, які її проводять. У зв’язку з цим виникають 
різні задачі, наприклад, задача існування в класі еквівалентності ав-
томатів з певними обмеженнями. Розглянемо один з таких автоматів. 

Словарний автомат (не детермінований) A  є детермінованим, 
якщо на його графове представлення накладено умови: 

1) граф має тільки одну вхідну вершину; 
2) кількість вихідних дуг з кожної вершини графу співпадає з 

розміром вхідного алфавіту автомату; 
3) кожна вихідна дуга з будь якої вершині навантажена різ-

ними символами вхідного алфавіту; 
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4) кожна вершина графу досягається з вхідної вершини, тоб-
то між вхідною і будь якою іншою вершиною існує шлях 
поведінки автомату. 

Представимо детермінований автомат як 0 1, , , ,g A Z z Z= ϕA . 

Прикладом такого автомату є автомат з графом на рис. 4.9, де 
{ , }A a b= . 

Рис. 4.9. Детермінований словарний автомат 

З’ясуємо яким чином пов’язані між собою не детермінованими та 
детермінованими автоматами. З цього питання в роботі [10, 17] роз-
глянуто теорему про детермінізацію. 

Теорема 4.1. Для будь якого не детермінованого автомату завжди 
можна побудувати йому функціонально еквівалентний детермінова-
ний автомат. 

Деякі практичні прийоми приведення не детермінованих автоматів 
до еквівалентних детермінованих будуть розглянуті у розділі форма-
льних граматик. 

4.2.4.  Автомати над пам'яттю 

Автомати над пам’яттю э частковим випадком нескінчених авто-
матів. Конструктивно автомати над пам’яттю, як правило, пов’язують 
з носієм інформації біологічних об’єктів, технічних пристроїв і інше. 
Абстрактно інформаційна модель пам’яті може зображатися у вигля-
ді нескінченних стрічок, поділених на комірки [21]. На носіях інфор-
мації в певні моменти часу знаходяться визначенні дані. Доступ до 
даних відбувається за допомогою дій «записати» та «читати». Тоді, за 
загальним визначенням автомату, автомат над пам’яттю можна пред-
ставити у вигляді (4.2). В якому A – множина скінчених вхідних ал-
фавітів, Z  – множина довільних перелічених множин станів 
інформаційного носія, B  – множина скінчених вихідних алфавітів, ϕ  
– множина функцій, які реалізують дію «записати», ψ  – множина 
функцій, які реалізують дію «читати». 

Розглянемо питання функціонування автомату над пам’яттю на 
прикладі одно стрічкового носія. 

 

Z0 Z1 
a 

b 
a 

b 
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Нехай вхідним алфавітом є 1 2{ , , }nA a a a= …  і B A= . Припустимо, 
що: 

– символи алфавіту A розташовуються у комірках стрічки окре-
мо, 

–  у порожній комірці завжди знаходиться порожній символ Aο∈ , 
–  над окремою коміркою може знаходитися вказівник (головка 
зчитування) з позначкою ( )∇ . 

Заповнені символами вхідного алфавіту комірки стрічки і поло-
ження вказівника над коміркою з символом ia  показані на рис. 4.10. 

Конфігурацію стрічки визначає кортеж, побудований на послідо-
вності розташування символів у комірках стрічки (зліва на право) з 
врахуванням положення вказівника. Так за даними рис. 4.10 конфігу-
рація має вигляд: 

( , , , , , )k i ra a a∇… … … . (4.10)

Конфігурації (4.10) стрічки залежать від часу і визначають стани 
( )z t Z∈  автомату A.  

k i ra a a

∇

⋯ ⋯ ⋯ 

Рис. 4.10. Стрічковий автомат моделювання пам’яті 

Домовимося, що початковому стану 0( )z t  автомату буде відповідати 
конфігурація стрічки, за якою вказівник знаходиться над першою не 
порожньою зліва коміркою. Якщо існує заключний стан автомату, тоді 
йому ставиться у відповідність конфігурація, в якій вказівник знахо-
диться над порожньою коміркою за останнім не порожнім символом 
вхідного алфавіту. Наприклад, конфігурація 2 1 2 3( , , , , , , , , )a a a aο ο ∇ ο… …  
відповідає 0( )z t , а 4 6 1( , , , , , , , , )a a aο ο ∇ο ο… …  – визначає заключний 
стан автомату. 

У кожний дискретний момент часу в залежності від положення 
вказівника (∇ ) комірки стрічки автомат виконує дії запису або чи-
тання, змінюючи при цьому стан автомату. Дія запису символу алфа-
віту A за функцією ϕ  відбувається в комірці під вказівником 
(попередній символ затирається або зсувається, разом з послідуючи-
ми символами, на одну комірку та на його місце записується новий 
символ) і вказівник встановлюється над новою коміркою або залиша-
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ється у тому ж положенні за визначенням функції станів. Отже функ-
ція станів задається відображенням :A Z Zϕ × → . Так, якщо конфігу-
рація стрічки в момент часу kt  2 1 1( , , , , , , )a a aο ∇ ο… …  і функція для 
цього моменту виконує запис за правилом: 

1 1 3( , ( )) : , *ka z t a aϕ ∇ ∇֏ ; (4.11)

де *  – вказує на переміщення вказівника на наступну комірку після 
комірки з символом 3a  (якщо *  відсутня переміщення вказівника не 
відбувається), тоді отримаємо новий стан 1( )kz t + , якому відповідає 
конфігурація 2 3 1( , , , , , , )a a aο ∇ ο… … . Застосовуючи знову правило 
(4.11), приведемо автомат в заключний стан 2( )kz t +  з конфігурацією 

2 3 3( , , , , , , )a a aο ∇ο… … . 
Дія читання за функцією :A Z Aψ × →  виконується в момент часу 

jt  так, що видаляється символ на стрічці під вказівником (зміст комі-

рки витирається і послідовно символи, що розташовані справа або 
зліва від стертого символа зсуваються на одну комірку пам’яті, щоб 
не зосталося незаповнених комірок), показник встановлюється над 
новою коміркою або зостається на тому ж місці. Пояснимо застосу-
вання функції ψ  на прикладі розглянутої конфігурації для моменту kt  

2 1 1( , , , , , , )a a aο ∇ ο… … .  

Введемо спочатку позначку *− ∇  *( )+ ∇  зсуву символів розташова-
них зліва (з права) від видаленого символа на одну комірку вправо 
(вліво) і встановлення показника над коміркою з символом * . 

Нехай функція читання у цей момент діє за правилом: 

1 1 1( , ( )) : ,ka z t a a +ψ ∇ ∇֏ , (4.12)

тоді станові 1( )kz t +  буде відповідати конфігурація 

2 1( , , , , , )a aο ∇ ο… …  і на виході маємо символ 1 1( , ( ))ka a z t= ψ . Ще раз 
застосовуючи правило (4.12) до стану 1( )kz t +  переведемо автомат у 
заключний стан з конфігурацією 2( , , , , )aο ∇ο… … . Отже, виходом ав-
томату буде ланцюжок 1 1a a .  

За модель пам’яті ЕОМ частіше приймається напівобмежені стрі-
чки, які зображають горизонтально або вертикально; причому вказів-
ник не використовується, тому що обмежений край стрічки 
приймається за вершину (рис. 4.11). Відрахування комірок у таких 
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стрічках починається з вершини. Якщо дії запису і читання викону-
ються через вершину стрічки, тоді таку модель пам’яті звуть магази-
ном, а відповідний автомат над пам’яттю – магазинним автоматом 
(МП автомат). Запис символа вхідного алфавіту відбувається через 
першу комірку (вершину магазина) за допомогою зсуву змісту комі-
рок на одну комірку і у вивільнену комірку вершини заноситься від-
повідний символ. На рис. 4.11, b наведено результат запису символа 

ka  в магазин (рис. 4.11, a). При виконання дії читання символ у вер-
шині магазину стирається і символи, котрі зосталися у магазині, зсу-
ваються в сторону вершини на одну комірку. Результат читання 
символа ia  з магазину (рис. 4.11, a) наведено на рис. 4.11, c. Інколи 
дію запису в магазин коротко називають операцією «в магазин», від-
повідно дію читання – «з магазину». Зрозуміло, що зміст магазину в 
момент kt  визначає конфігурацію стрічки, яка відповідає стану ( )kz t  
автомату. 
 

),

),

).

i j m

k i j m

j r m

a a a a

a a a a b

a a a c
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⋯ ⋯

⋯ ⋯

 

Рис. 4.11. Результати виконання дій «записати» і «читати» у 
МП автоматі 

Різновидом магазину є стек, будь яка комірка якого доступна для 
читання зі збереженням його змісту. Стеки застосовують при органі-
зації формалізованих розборів мовних конструкцій, при організації 
процедур в програмуванні тощо. З іншими різновидами магазинної 
пам’яті можна ознайомитися в літературі з програмування, а з одним 
із біологічних автоматів над пам’яттю у цікавій монографії [14]. 

4.2.5.  Запитання 

1. Як визначається не детермінований автомат? 
2. Що визначає напрямок поведінки не детермінованого автомату? 
3. Як пов’язані шлях поведінки і напрямок поведінки не детерміно-
ваного автомату? 
4. Які характеристики може мати шлях поведінки не детерміновано-
го автомату? 
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5. Що таке повний шлях поведінки не детермінованого автомату? 
6. Як визначається мова не детермінованого автомату? 
7. Що означає «розшифровка мови» не детермінованого автомату? 
8. В чому суть прийому розшифровки мови автомату? 
9. Який автомат називається словарним? 
10. Який автомат називається детермінованим? 
11. Що моделюють автомати над пам’яттю? 
12. Як технологічно представляються автомати над пам’яттю? 
13. Як задати автомат над пам’яттю? 
14. Які дії можуть виконувати автомати над пам’яттю? 
15. Що таке конфігурація стрічки автомату над пам’яттю? 
16. Чи можливо відтворити зміст стрічки за її конфігурацією? 
17. Які одно стрічкові автомати Вам відомі? 
18. Для яких автоматів над пам’яттю необхідно вводити вказівник 
комірки? 
19. Що таке магазинна пам'ять? 
20. Як організована стекова пам'ять? 

4.2.6.  Завдання і вправи. 

1. Побудувати не детерміновані автомати, за якими утворюються 
мови:  

а) {10 1 ; , }n m n m∈ℕ ,  

б) {1 2 234; , }n k n k∈ℕ ,  

в) { 1 0 ; , }k nab ab k n∈ℕ ,  

г) {(10) 01(01) ; , }k n k n∈ℕ ,  

д) { ; , 0,1,2,...}k mab ba k m= . 

2. На станах автоматів знайдених у завданні 1 виділити суміжні 
множини. 
3. Знайти напрямки поведінки автоматів завдання 1. 
4. Знайти всі шляхи поведінки кожного автомату завдання 1. 
5. Серед шляхів поведінки автоматів вправи 4 знайти повні шляхи. 
6. Виконати декомпозицію шляхів поведінки автоматів, знайдених 
за вправою 4. 
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7. Скористатися результатами вправи 4 і побудувати графи автома-
тів за повними шляхами поведінки. Чи є побудовані графи графами 
автоматів? 
8. Виконати розшифровку мов завдання 1. 
9. Звести графи автоматів завдання 1 до простих шляхів. 
10. Для наведених у завдання 1 мов побудувати детерміновані авто-
мати. 
11. Для наведеного на рис. 4.11 нескінченного автомату розв’язати 
завдання: 
а) конвертувати ланцюжки:  

011001l = , 11100001l = , l aaabaaa= , 0 0 0 00l b b b= ; 

б) стерти символ b у ланцюжках:  

l aabbaba= , 111 1l bb b= , 11 01l ab ba= , 0b =  і 100013l = ; 

в) транспонувати ланцюжки:  

01110000l = , 0256720l = , 0 1110l abc= ο , l abcdab= ο ο ; 

г) перетворити ланцюжки:  

1l слон=  до 2l сон= , 

1l кухар=  до 2l рахунок= ,  
 1l соната=  до 2l атаман=  

12. Записати послідовні конфігурації стрічки автомату при 
розв’язанні завдання 1. 
13. Модифікувати функції ϕ  і ψ  автомату для простішого розв’язку 
завдання 1. 
14. Розв’язати завдання 1 для автомату з магазинною пам’яттю. 
15. Розв’язати завдання 1 для автомату із стековою пам’яттю. 
  
16. Записати послідовні конфігурації стрічки при розв’язанні завдання 1. 
17. Модифікувати функції ϕ  і ψ  автомату для простішого розв’язку 
завдання 1. 
18. Розв’язати завдання 1 для автомату з магазинною пам’яттю. 
19. Розв’язати завдання 1 для автомату із стековою пам’яттю. 
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4.3.  Алгебри і структури 

Апарат алгебр і структур застосовуються у теорії програмування 
для конструювання і аналізу формальних об’єктів: алгоритмів, грама-
тик мов, графів, автоматів тощо. 

4.3.1.  Алгебри 

Алгебра як математична дисципліна вивчає алгебраїчні операції. 
Наприклад, в рамках алгебр з’ясовуються їх групові властивості, уні-
версальність та інше [1, 11, 12, 13, 15, 18]. 

Позначимо через B  довільну множину з визначеною над нею 
множиною n операцій (сигнатуру) Σ , відповідна місність яких 

1 2, , , nm m m… .  
Визначення 4.3. Алгеброю Ξ  типу 1 2( , , , )nm m m…  над множиною B  

звуть упорядковану пару, яка складається з цієї множини та сигнату-
ри, тобто ,BΞ = Σ . 

В цілому алгебра Ξ  не визначає „порядок-будову” множини B  по 
операціям сигнатури Σ  за виключення випадку, коли множина B  
упорядкована. Тобто, якщо між елементами множини B  можливо 
ввести відношення порядку, наприклад, ( )≤  і сигнатуру визначити у 
вигляді 

2 2 2 2 2 2{min ,max }|{ , } |{ , }Σ = ∨ ∧∪ ∩ ,  

тоді алгебра Ξ  визначає упорядковану структуру – решітку  
,C B= Σ  [15]. Тому алгебру Ξ  інколи звуть алгебраїчною структу-

рою.  
Звернемо увагу на особливості алгебр за значенням результату 

операцій її сигнатури. 
Позначимо через ( )∗  довільну операцію сигнатури k∗ ∈Σ  і визна-

чимо її як відображення декартового добутку kB  у саму множинуB , 
тобто  

: kB B∗ → . (4.13)
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У випадку одномісного відображення ( 1)k =  операцію, яка відпо-
відає цьому відображенню звуть підстановкою. Результат дії підста-
новки зручно представляти у вигляді бінарного відношення між 
рядками елементів деякої множини. Наприклад, підстановка u u  на 
числовій множині {1,2, , }B r= …  може бути визначена схемою 

1 2 3 4 5

3 1 2 5 4
u

 
=  
 

, 

в якій зображено відношення цифр першого і другого рядків ( 1 пере-
ходе у 3, 2 переходе в 1 і так далі). 

Визначення 4.4. Алгебра Ξ  зветься універсальною алгеброю, якщо 
для будь якої операції її сигнатури виконується умова (4.13). 

Наприклад, алгебра 2 2,{ , }Ξ = + ×ℕ  є універсальною типу (2,2), а 

алгебра 2 2,{ , }Ξ = + −ℕ  є частково універсальною типу (2,2) тому 

що для операції віднімання ( )−  частково виконується умова (4.13). 
Слід зауважити, що алгебра на вільній мові ( )AF  відносно операції 
конкатенації ( )⊠  є універсальною алгеброю. 

Визначення 4.5. Не порожня підмножина D  множини B  алгебри 
Ξ  називається замкненою відносно операції ( )∗ , якщо для цієї опера-

ції k∗ ∈Σ  виконується умова : kD D∗ → . Якщо ж підмножина D  є 
замкненою відносно всіх операцій сигнатури Σ , тоді її звуть замкне-
ній в алгебрі Ξ . Алгебру, побудовану на замкненій множині D , 

,D D ′Ξ = Σ , ′Σ ⊆ Σ  називають підалгеброю алгебри Ξ . 

Зрозуміло, що підалгебра DΞ  є універсальна алгебра і у випадку, 
коли ′Σ = Σ , D B=  алгебра DΞ  є невласною підалгеброю алгебри Ξ . 

Алгебра { },{ }ε ⊠, де ε  –  порожній ланцюжок є підалгерою  універ-

сальної алгебри ( ),{ }AF ⊠  вільної мови ( )AF . Апарат підалгебр до-

зволяє виконати розбиття алгебри на класи еквівалентності та інше. 
Якщо розглядати алгебри з позицій властивостей множини B  від-

носно операцій сигнатури Σ , тоді  можливо вести розмову відносно 
групових властивостей алгебр, гомоморфізмів алгебр. 

Нехай ( )∗  деяка бінарна операція сигнатури Σ , яка визначена на 
множині B , тоді 
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Визначення 4.6. Групою відносно операції ( )∗  зветься алгебра Ξ , 
якщо для цієї операції виконуються умови: 

1) операція ( )∗  всюди визначена, тобто  для будь яких елемен-
тів ,a b B∈  існує елемент c B∈  такий, що a b c∗ = ; 

2) операція ( )∗  асоціативна: для довільних елементів , ,a b c B∈  
має місце ( ) ( )a b c a b c∗ ∗ = ∗ ∗ ; 

3) у множині B  існує одиничний елемент θ  такий, що 
a a∗θ = θ∗ , для будь якого елементу a B∈ ; 

4) для будь якого елементу a B∈  існує у множині B  обернений 
елемент 1a−  такий, що 1 1a a a a− −∗ = ∗ = θ . 

Група, в якій операція ( ) ( )∗ ≡ + , зветься адитивною групою або 
модулем, а група, в якій – ( ) ( )∗ ≡ × , звуть мультиплікативною. Крім 
того, якщо відносно операції ( )∗  виконується властивість комутатив-
ності a b b a∗ = ∗ , для будь яких елементів ,a b B∈ , тоді групу віднос-
но цієї операції звуть комутативною або абєлєвою. Якщо для 
алгебри Ξ  відносно операції ( )∗  виконуються перші три властивості, 
тоді таку алгебру відносно цієї операції називають напівгрупою (ади-
тивною напівгрупою, мультиплікативною напівгрупою, комутатив-
ною напівгрупою).  

Класичним прикладом адитивної і мультиплікативної абєлєвих 
груп є алгебра на множині дійсних чисел ℝ . Алгебра на вільній мові 
довільного алфавіту A відносно операції конкатенації є вільною на-
півгрупою, тому що четверта умова визначення 6 для операції ( )⊠  не 
має місця, роль одиниці θ  виконує порожній ланцюжок ( )Aε∈F . 

Подальший розвиток універсальних алгебр, на системі відношень 
(множини моделей) і аналогій між ними призвів до створення алгеб-
раїчних систем [11]. 

Нехай завдана деяка множина B , на якій визначена: множина опе-
рацій Σ  і множина відношень Η , тоді 

Визначення 4.7. Алгебраїчною системою Ω   називається упоряд-
кована трійка  

, ,BΩ = Σ Η . 

Алгебраїчна система Ω  є звичайною алгеброю, якщо множина Η  
порожня і у разі, коли Σ = ∅  система Ω  утворює модель (реляційну 
систему). 
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В межах алгебраїчних систем можливо відтворити формальну си-
стему логіки висловлювань, наприклад, мови першого ступеню і інше 
[11]. 

Розвиток штучних систем теорії програмування призвів до ство-
рення нової теорії систем алгоритмічних алгебр [21]. Конструктивно 
система алгоритмічних алгебр будується на  інформаційному просто-
рі R абстрактної обчислювальної машини. Над цим інформаційним 
простором вводяться сигнатури абстрактних операторів , ,P Q⋯ та 
умов , ,α β⋯  абстрактної машини, на яких задаються дві алгебри: ал-

гебра операторів 0
oΞ  і  алгебра умов 0

uΞ . Потім розглядається алфавіт 
0 0 0{ , }o uW = Ξ Ξ  і задається сигнатура 1Σ  операцій: кон’юнкції α ∧ β , 

диз’юнкції α ∨ β , заперечення ¬α , множення операторів PQ, α -
диз’юнкції операторів P  і Q. 

( ), ( ) 1;

( ) ( ), ( ) 0;

, ( ) , ;

P r r

P Q Q r r

невизначено r r R
α

α
α
α µ

=
∨ → =
 = ∈  

α - ітерація оператора P  

0( ), ( ( )) 1, 0,1,2, ; ( ) ;

{ } ( ( )) 0, ;

, ( ( )) ; ;

i i

j

j

P r P r i P r r

P P r j i

невизначено P r r R
α

α

α µ

 = = =


→ = <
 = ∈

…

 

і лівого множення умови α  на оператор P  – ( ( )),P P r r Rα → α ∈ . 

На парі 0W  і 1Σ  утворюються нові алгебри 1
oΞ  і 1

uΞ , потім над ал-

фавітом 1 1 1{ , }o uW = Ξ Ξ  за допомогою сигнатури 1Σ  знову утворюються 

дві алгебри 2
oΞ  і 2

uΞ , і так далі. Тоді під системою алгоритмічних ал-

гебр розуміється пара ,i i
o u

i i

Ξ Ξ∪ ∪ . Очевидно, що система алгорит-

мічних алгебр є породжувальною універсальною алгеброю. 
Найбільшого застосування системи алгоритмічних алгебр (САА) на-
були в питаннях теорії програмування, прикладній теорії алгоритмів 
та інше [1, 2, 19], САА покладені в основу науки «Алгоритміка» [18]. 
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4.3.2.  Формальні конструктивні структури 

Як вказувалося раніше, розглянуті у розділі 1 формальні системи 
дозволяють будувати мовні конструкції предметних областей і не за-
дають алгебраїчну структуру цих систем. З іншого боку, за межами 
визначення алгебраїчних структур, алгебраїчних систем та систем ал-
горитмічних алгебр знаходяться правила виконання операцій сигна-
тур і аксіоми застосування цих правил. Тому для «повноцінного» 
дослідження мов, мовних конструкцій, алгоритмів, програмних конс-
трукцій та іншого необхідно застосовувати два різні математичні 
розділи: теорію формальних систем та алгебр. Слід зауважити, що 
класичну алгебраїчну структуру решітку у формальних системах ви-
користовувати не можливо. Наприклад, множину елементів вільної 
мови загалом не просто упорядкувати, хоча за теоремою Цермело 
будь яку множину можливо упорядкувати. Для формальних систем 
структуру слід розглядати як будову, до речі, структура (латинське 
слово structyra)  також перекладається як будова [20]. Виходячи з цих 
міркувань введемо в розгляд конструктивний об’єкт формальну 
структуру [6 – 9, 22, 23], в межах якої, для заданої предметної облас-
ті можливо створювати мовні, алгоритмічні, графічні та інші конс-
трукції і проводити їх дослідження.  

Визначення 4.8. Формальною конструктивною структурою нази-
вається упорядкована трійка – множини B  (носія структури), сигна-
тури Σ  і аксіоматики (числення структури) Λ , тобто 

, ,N cC B= Σ Λ . (4.14)

У сигнатуру Σ  можуть включатися різні операції та відношення, а 
аксіоматика Λ  може включати в себе загальні аксіоми, правила за-
стосування операцій сигнатури, аксіоми застосування правил та інші 
форми. Слід зауважити, що за межами структури (4.14) може знахо-
диться вільна мова, побудована на множині B Σ∪ , до якої, при по-
требі, ми будемо звертатися. 

Наведемо властивості формальної структури.  
Властивість 4.1. Структура (4.14) задає формальну систему.  
Очевидно, що структура (4.14) відтворює, як частковий випадок, 

за визначенням 4.1 формальну систему з відповідною вільною мовою 
* ( )Nc B⊂ Σ∪F , операцією виводу ( )→  і аксіомами та правилами ви-

воду з аксіоматики Λ  структури (4.14).  
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Властивість 4.2. Формальна структура на множині B  задає алге-
бру. 

Властивість 4.3. Частковим випадком формальної структури є 
решітка. 

Дійсно, нехай множина B  упорядкована, а сигнатура утворена 
множиною операцій 2 2{ , }∧ ∨ , тоді формальна структура з аксіомами 
відносно цих операцій:  

, ,

, ,

( ) ( ), ( ) ( ),

( ) , ( ) ,

a a a a a a

a b b a a b b a

a b c a b c a b c a b c

a a b a a a b a

∧ = ∨ =
∧ = ∧ ∨ = ∨
∧ ∧ = ∧ ∧ ∨ ∨ = ∨ ∨

∧ ∨ = ∨ ∧ =

 

для будь яких елементів , ,a b c B∈ , утворює решітку [17].  
Для прикладу застосування формальної структури розглянемо до-

сить повчальну задачу побудови структури лінійного простору. 
Приклад 4.2. Нехай задана деяка множина B  і ,a b її довільні еле-

менти причому такі, що їх значення можуть дорівнювати нулеві – 0 
або 1 – одиниці. Розглянемо декартовий добуток nB E= , на якому 
визначені елементи , , , ,x y z u v E∈ . Побудуємо формальну структуру 
відтворення лінійного простору на множині E . 
⊳ Лінійний простір визначається на операціях складання ( )+  еле-

ментів множини E  і множення ( )⋅  елементів множини B  на елементи 
множини E , тому формальна структура має вигляд  

2 2 1,{ , , },EC E= → + ⋅ Λ . 

Аксіоматика Λ  буде складатися з аксіоми виводу  

| ,x y Eσ = σ∈ ;  

правил виводу: 

1) σ → α ⋅σ , 

2) | | 0 |1| ( )a b a bα → + ; 

і правил виконання операцій ( ), ( )+ ⋅ : 

, ;x y u a x v+ = ⋅ =  



123 
 

та аксіом застосування цих правил: 

1) ;x y y x+ = +  

2) ( ) ( );x y z x y z+ + = + +  

3) у множині E E  існує елемент θ θ  такий, що 0 ;x⋅ = θ  

4) 1 ;⋅σ = σ  

5) ( ) ;a b a b+ ⋅σ = ⋅σ + ⋅σ  

6) ( ) ;a x y a x a y⋅ + = ⋅ + ⋅  

7) ( )a b a b⋅ ⋅σ = ⋅ ⋅σ ,  

де у виразах 4), 5), 7) |x yσ =  є аксіома. ⊲  
Як видно з розглянутого прикладу, операції складання та множен-

ня на множині B  не визначені, але ця проблема розв’язується за аксі-
омами 5) і 7). Введена формальна структура EC  відтворює будову 
множини E , тобто за аксіомою і правилами виводів маємо, що E  
складається з лінійних конструкцій над простими конструкціями ти-
пу ,x y за допомогою операцій складання та множення. Крім того 
структура EC  дозволяє вказати будову конструкцій-ланцюжків мно-
жини E . Так, наприклад, для ланцюжка 

( ) ( ) ( ) ( )l a a x a b y b a x b b y E= ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ ∈ , 

після застосування до аксіоми σ  два рази першого правила виводу 
потім другого правила, п’ятої аксіоми та аксіоми виводу і так далі 
маємо структуру-будову виводу: 

( ) ( , , , ( ) ( ) ( ),

( ) ( ) ( ) ( )

)

W l a b a b a x b y

a b a x b y a a x b y b a x b y

a a x a b y b a x b b y l

= σ α ⋅σ α ⋅α ⋅σ α ⋅ + ⋅σ = α ⋅ ⋅σ + ⋅σ = α ⋅ ⋅ + ⋅
+ ⋅ ⋅ + ⋅ = ⋅ ⋅ + ⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅ =

= ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ =
 

Конструктивна структура породжує формальну мову L . Для роз-
глянутої структури EC  такою мовою є  

( ( ) ) ( ( ) )L x y= β⋅ β ⋅ ⋅ β ⋅ + β ⋅ β ⋅ ⋅ β ⋅ +… … … … …, (4.15)

де через β  позначено довільні елементи множини | |a b … , а – | |x y …  
довільні прості конструкції множини E . 
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Очевидно, формальна мова може бути породжена різними струк-
турами. Наприклад, мова (4.15) також породжується конструктивною 
структурою з такими правилами виводу: 

1) σ → α ⋅β , 

2) β → σ , 

3) | | 0 |1| ( )a b a bα → + . 

Визначення 4.9. Структури 1
1, ,B BC = Σ Λ  і 2

2, ,B BC = Σ Λ  назива-

ються функціонально еквівалентними формальними структурами, 
якщо вони породжують одну і ту ж мову. 

Формальні структури 1
BC  і 2

BC  є частковий випадок однотипових 
структур.  

Нехай на множині B  задана формальна структура , ,BC B= Σ Λ  і 

1B  не порожня підмножина множини B . Структура 
1 1, ,B BC = Σ Λ  

однотипова до структури BC , якщо має місце умова 1Σ ⊆ Σ . 
Визначення 4.10. Множина 1B  називається замкненою, якщо для 

будь якого елемента 1b B∈  і будь якої операції ( )∗  сигнатури Σ  має 
місце 1*( ) ( )b B∈ Σ∪F .  

Очевидно, що розглянутий вище лінійний простір є замкненим. 
Розглядаючи тепер на замкненій множині 1B  лінійного простору фо-

рмальну структуру 
1 1, ,B BC = Σ Λ , де 1Σ ⊆ Σ  і 1Λ  – частина аксіома-

тики Λ  1( )Λ ⊆ Λ  відносно сигнатури 1Σ , отримаємо замкнену 
однотипову структуру до формальної структури BC . 

Визначення 4.11. Однотипову формальну структуру 
1BC  до струк-

тури BC  назвемо формальною підструктурою структури BC . 
Наведемо ще одне досить важливе визначення для однотипових 

формальних структур 
1BC  і BC . 

Визначення 4.12. Однотипові формальні структури 
1BC  і BC  ізомо-

рфні, якщо для будь яких елементів b B∈  і будь яких операцій 
(*) ∈Σ , 1 1(* ) ∈Σ  та форм (продукцій, аксіом, властивостей) аксіома-
тик ϕ∈Λ , 1 1ϕ ∈ Λ  існує взаємно однозначне відображення ρ  множи-
ни B  на множину 1B  таке, що  

1(*( )) * ( ( ))b bρ = ρ ,   1 1( ( ,*( ))) ( ( ),* ( ( )))b b b bρ ϕ = ϕ ρ ρ . 
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Слід звернути увагу на те, що введене поняття формальної струк-
тури можливо узагальнити додавши до сигнатури операцій Σ  мно-
жину відношень Η  і розширити аксіоматику Λ . Таким чином будемо 
мати систему формальної структури 

, , ,B B= Σ Η ΛS . 

Так за допомогою логічних зв'язок ( , , )Z = ∧ ∨ ¬ можливо задати 
структури, які будують формули числення логіки висловлювань (ди-
вися п. 1.4.2) або будують мову замкнених формул (не містять віль-
них змінних) логіки висловлювань (дивися п. 1.4.1). Якщо алфавіт B  
складається з вільних логічних змінних 1 2, , , nα α α…  допоміжних си-
мволів , (, )σ  і множини зв'язок Z , сигнатура з однієї операції замі-

щення 2( )→ , а аксіоматика визначається за допомогою правил: 

{ }0 , ( ), ( ), ; 1,2, ,ip i n= σ → ¬σ σ → σ ∧ σ σ → σ ∨ σ σ → α = … , 

тоді формальна структура BC  відтворює мову формул числення ви-
словлювань. 

Нехай алфавіт B  складається із предметних змінних iα , H  мно-
жина відношень зв'язок і аксіоматика формальної конструктивної 
структури  

0,

, , ; , , {1,2,..., }:

~ , ~ , ~ ,

~ , ~ , ( ) ~ ,

( ) ~ ( ), ( ) ~ ( ),

( ) ~ , ( ) ~ , ( ) ~ ,

( ) ~ ( ) ( ), ( ) ~ ( ) ( ).

i j k

p

аксіоми при i j k nα α β α γ α
α α α α α α α α
α β β α α β β α α β α β
α β γ α β γ α β γ α β γ

α β α β α α β α α α β α
α β γ α β α γ α β γ α β α γ

= = = ∈

∧ ∨ ¬¬
Λ = ∧ ∧ ∨ ∨ ¬ ∧ ¬ ∨ ¬

∧ ∧ ∧ ∧ ∨ ∨ ∨ ∨
¬ ∨ ¬ ∧ ¬ ∧ ∨ ∨ ∧

∧ ∨ ∧ ∨ ∧ ∨ ∧ ∨ ∧ ∨











  

тоді отримаємо систему формальної структури BS , котра породжує 
мову замкнених формул логіки висловлювань, за якими згідно 
табл. 1.1 можливо підрахувати їх значення. 
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4.3.3.  Завдання і вправи 

1. Довести, що наведені відношення завдають відношення поряд-
ку: 
а) на множині посад { , , }a b… , посада b  є підлеглою відносно 

a ; 
б) на множині виробів { , , }a b… , a  важче за b : 
в) на множині номерів будинків { , , }a b… , a  не перевищує но-

меру b ; 
г) на множині інтервалів { , , } ( )a b I⊂… ℝ , a  розташований далі 

ніж інтервал b . 
2. Знайти добуток uv і vu підстановок: 

1 2 3 4 5 6 7

3 7 1 2 4 5 6
u

 
=  
 

 та 
1 2 3 4 5 6 7

2 1 2 3 1 7 3
v

 
=  
 

. 

3. З’ясувати, чи утворюють групу множини відносно операцій: 
а) раціональні числа з операцією множення; 
б) додатні раціональні числа з операціями ділення та множен-

ня;  
в) квадратні матриці з цілими елементами, детермінант яких 

дорівнює 1± , відносно операції множення матриць; 
г) множина обертів тримірного простору навколо його фіксо-

ваної точки з операцією множення, якщо за множення обе-
ртів прийняти їх послідовність виконання. 

4. Довести, що якщо у напівтрупі існує правий одиничний елемент 
і для кожного її елемента існує правий обернений, тоді напів-
трупа утворює групу. 

5. Чи утворюється абєлєва група на вільній мові над алфавітом 
{ , }A a= ο відносно операції конкатенації? 

6. Довести, що вільна мова на будь якому алфавітові є замкненою 
відносно операції конкатенації. 

7. Задати формальну структуру на вільній мові над алфавітом: 

а) { , , }A a b c= ; 

б) { , }A a= ο ; 

в) { , , }A a= + ο . 
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8. Створити систему формальної структури для числення вислов-
лювань над алфавітами { , , }A = α β γ , {(,), }B = →  і 

{ , , , }Z = ∧ ∨ ¬ ⇒ .  
Вказівка: скористатися аксіомами підрозділу 1.6.1. 

4.4.  Підсумковий коментар 

Висвітлені у цьому розділі поняття абстрактних моделей автома-
тів і структур мають безпосереднє відношення до теоретичних і прак-
тичних питань програмування. Мови програмування відносяться до 
класу контекстно-вільних конструктивних граматичних структур і 
тому за тезою Поста можуть бути представлені автоматом Т’юрінга, 
який функціонує над нескінченною стрічкою пам’яті за правилами 

i j k pa z a z h→ ; ,i ka a A∈ , ,j pz z Z∈ , h – команда управління рухом 

стрічки (зсув на одну комірку вліво або вправо, або зсуву немає). Да-
лі для алгоритму і формою його представлення програмою завжди 
можна побудувати автомат Т’юрінга (теза Т’юрінга), що дозволяє за-
стосовувати дослідження теорії автоматів до аналізу і проектування 
програм. Зокрема, дати відповідь на важливе питання існування алго-
ритму і відповідної програми та інше. 

Розглянутий апарат алгебр і їх модифікація – системи алгоритміч-
них алгебр [21] є важливий елемент моделювання та аналізу, як мік-
ропрограм так і алгоритмічних програм. А розвинена на алгебрах 
Глушкова наука «Алгоритміка» [18] пропонує методики досліджень 
алгоритмів і алгоритмічних програм. 

Запропоновані і розглянуті у розділі формальні конструктивні 
структури є новим математичним конструктивним апаратом, який 
поєднує елементи класичних алгебр, математичних структур, і конс-
труктивної математики [9, 22, 23]. Цей апарат знайшов застосування 
в формальних граматиках, теорії алгоритмів, теорії графів та інших 
як інструмент для досліджень, конструювання, вирішення задач від-
творення тощо. З останніми науковими дослідженнями по застосу-
ванню конструктивних структур можна ознайомитися в наукових 
статтях співробітників кафедри КІТ Дніпропетровського національ-
ного університету залізничного транспорту. 
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Розділ 5.  

Мови програмування і формальні 
граматичні структури 

Розглянуті у першому розділі посібника елементи формальної те-
орії тепер застосовуються до абстрактних і штучних граматик, при 
цьому використовується введене поняття конструктивної структури, 
що дає можливість коректно з формального боку будувати штучні 
мови і вирішувати змістовні задачі програмної інженерії. Оволодіння 
знаннями цього розділу дозволить глибше розібратися з базовим по-
няттям інженерії «мова програмування» і її застосуванням. В предме-
тній області розділу використовуються поняття: формалізму, 
формальної граматики, формальної мови, формальної структури, та 
інші. 

5.1.  Мета розділу 

Формальні граматики і їх структури відносяться до у універсаль-
них методів моделювання предметних областей. Зокрема, за допомо-
гою формальних граматик моделюються, розробляються та 
конструюються алгоритмічні мови програмування, транслятори, ал-
горитми, штучні автомати тощо. 

Виходячи з цього метою розділу є надання необхідні знань з фор-
мальних граматик та граматичних структур, їх типів, прийомів конс-
труювання мовних ланцюжків (програм) і навичок граматичного 
моделювання та застосування результатів моделювання. Ознайомити 
читача з сучасним положенням граматичних структур та формальних 
граматико-подібних систем, надати відомості з ідеології структури 
мов програмування, що покращить рівень підготовки студентів за на-
прямом програмної інженерії. 
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5.2.  Виникнення і розвиток формальних мов 

Кожен з нас уявляє собі те, які виникають проблеми перед люди-
ною, коли вона не володіє природною мовою на якій спілкуються 
оточуючі її люди. Також кожний, хто хоча б один раз сидів за термі-
налом обчислювальної машини (ЕОМ), знає, що машина не бажає 
спілкуватися з користувачем, якщо він порушує правила тієї штучної 
мови, яку вона «розуміє». Зрозуміло, що висловлювання «володіє мо-
вою», «розуміє мову» є побутовими не чіткими тому, що, як відомо з 
розділу 1, мова може складатися з нескінченної кількості слів, якими 
в принципі не можливо оволодіти. Коректніше було б говорити про 
володіння (розуміння) граматикою природної (штучної) мови, бо ос-
новою граматик є скінчені множини елементів алфавітів і правил, 
якими людина в змозі оволодіти. Отже, для коректного розв’язання 
проблем спілкування необхідно володіти граматиками відповідних 
мов. Але виникає питання: «чи не можливо обійтися природними мо-
вами для «спілкування» з ЕОМ?». Відповідь поки що є негативною 
тому, що природні мови синтаксично не однозначні. Наприклад, в 
залежності від того на якому предметі столі або олівцеві концентру-
ється увага, можна чути фрази: «на столі лежить олівець» або «олі-
вець лежить на столі». Змістовно (семантично) ці висловлювання 
однакові, але конструктивно це різні словосполучення. Крім того, си-
стеми морфологічних і синтаксичних правил природних мов інколи 
не чітко визначені.  

Синтаксична неоднозначності, зайвості, не логічність граматик 
природних мов підштовхнули польського лікаря Людовіка Зоменгофа 
у 1887 р. створити мову есперанто. В граматиці цієї мови всього 
шістнадцять загально граматичних правил та два відмінки (називний 
і знахідний), досить прості правила словосполучень. Але недоречнос-
ті природних мов не зупиняли дослідників двадцятого століття в на-
прямку формалізації мов [11] і призвели до виникнення математичної 
лінгвістики [4]. Математична лінгвістика знайшла своє застосування 
в автоматизації процесів переробки інформації (розробці автоматизо-
ваних перекладачів) та стала основою при розробці теорії штучних 
мов. Штучні мови виникли в першу чергу, як інструмент для опису 
різних предметних областей людських знань геометрична мова, фізи-
чна мова, алгоритмічна мова і інші. В подальшому потреба в них ви-
никла при створені ЕОМ, як мов для діалогу людини з машиною. 
Мабуть першою такою штучною мовою для спілкування з ЕОМ 
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«МИР» була мова «Аналітик» [5], розроблена Інститутом кібернети-
ки Академії Наук України у 1968 р. 

Серед штучних мов слід виділити клас формальних мов, для опису 
яких існують точні правила виводів конструкцій – ланцюжків. Фор-
мальні мови є основою для створення алгоритмічних мов, призначе-
них для запису алгоритмів, а також мов програмування, які 
застосовуються для описування інформації та програм-алгоритмів 
обробки на ЕОМ. Зрозуміло, що мови програмування стають «досяж-
ними» для програмістів у реалізації на ЕОМ після створення відпові-
дних трансляторів з цих мов. Таким чином зв'язок між цими мовами 
можливо представити у вигляді схеми (рис. 5.1).  

Рис. 5.1. Зв'язок між мовами 

Теорія формальних мов виникла на стикові математичної логіки, 
алгебри та теорії алгоритмів і остаточно сформувалась як наука в 
п’ятидесятих роках двадцятого сторіччя. Вагомий внесок у її розви-
ток внесли вчені: А. Туе, Н. Хомський [13], А. В. Гладкий [4], С. Гін-
збург [3] і інші. Огляд різних підходів формалізації предметних 
областей з позицій граматик можна знайти в роботі [12].  

Серед формальних мов виділимо класи: породжених мов, тобто мов, 
в граматиках яких дозволяється вивести (породити) правильні ланцюж-
ки мов і не можливо вивести ні одного не правильного ланцюжка; роз-
пізнавальних мов, граматики яких дозволяють розпізнати правильні 
ланцюжки формальної мови. Клас породжених мов є більш розвиненим 
і жаданим на практиці тому, що за допомогою синтаксичного аналізу, в 
межах цього класу, можливо з’ясувати правильність ланцюжка, крім 
того сучасні мови програмування відтворені на класі породжених фор-
мальних мов. Таким чином на класі породжуючих граматик досліджу-
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ються можливості побудови класів формальних породжених мов, розпі-
знання структур ланцюжків цих мов, алгоритмічної розв’язності, влас-
тивості мов та інші. 

5.3.  Формальні структури породжуючих граматик 

5.3.1.  Загальні поняття 

Розглянемо деяку предметну область R, неподільні об’єкти (до-
слідник області R самостійно їх визначає), якої позначимо різними 
малими символами латинського алфавіту, при потребі з нижніми ін-
дексами, і на цій скінченій послідовності символів утворимо алфавіт 
A. Алфавіт A назвемо термінальним алфавітом, тобто терміналь-
ний алфавіт задає об’єкти предметної області R. Алфавіт може бути 
однорідним або неоднорідним, в останньому випадку його символи 
мають атрибут, представлений змістовно чи іншим чином. 

У кожній предметній області використовується та чи інша мета-
термінологія (назви об’єктів, груп об’єктів, їх характеристики і інше), 
на яких введемо метамовний словник не терміналів N . Елементи 
словника, абстрагуючись від змісту не терміналів, будемо позначати 
символами грецького алфавіту з індексами або без них. Таким чином 
маємо не термінальний алфавіт N  метамовних значень. Для прикла-
ду за предметну область R візьмемо учнівський зошит, який склада-
ється, для спрощення, з обгортки та аркушів; тоді термінальний 
алфавіт { , }A a b= , де позначено: a  – обгортка, b  – аркуш; не термі-
нальний алфавіт { , , }N σ α β= , де метамовні позначення σ  – «учнів-
ський зошит», α  – «обгортка», β  – «аркуш». Об’єднання алфавітів 
A і N  назвемо алфавітним словником V A N= ∪  або просто словни-
ком. Тепер можливо визначити формальну граматику.  

Визначення 5.1. Формальною породжуючою граматикою G , ви-
значеною на термінальному алфавітові A і не термінальному алфаві-
тові N  з початком (початковою множиною) ,U N Uο⊆ ∉  (o  – 
порожній символ) та системою правил виводу P  називається упоряд-
кована четвірка 

, , ,G A N U P= . (5.1)
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В теорії формальних граматик система виводу P  , завжди склада-
ється із вільного (неупорядкованого) скінченого кортежу продукцій 
або правил. Кожна продукція ip P∈  має вигляд заміщення :i i ip x y→  
( ip  – є бінарним відображенням, за яким елемент ix  заміщується – 

iy ), в якому ліва і права частини , ( )i ix y V∈F , а символ →  є зовніш-
нім по відношенню до алфавітів граматики G . Під початком U N⊆  в 
граматиці розуміється те, що будь яка продукція ip P∈ , ліва частина 
якої складається з довільного не термінала підмножини U , повинна 
застосовуватися першою при виводі ланцюжка; такі продукції назве-
мо початковими продукціями. Пояснимо це на прикладі учнівського 
зошита, для якого задамо грамматику 

1 2 3{ , }, { , , }, , { : , : , : }G a b p a p b p bσ α β σ σ α α α α= → → →  (5.2)

У граматиці (5.2) з початком σ  вивід будь якого ланцюжка фор-
мальної мови повинен починатися з застосування початкової продук-
ції 1p . 

Слід звернути увагу на те, що порядок застосування продукцій си-
стеми P  у формальній граматиці (5.2) довільний, але кожна послідо-
вність продукцій виводу ланцюжка повинна починатися з 
застосування будь якої початкової продукції.  

Зрозуміло, що граматика (5.1) визначена загальним чином, а гра-
матика (5.2) задана конкретно через визначення елементів четвірки 
(5.1) і правил застосування продукцій. Граматика (5.1) задає систему 
числення по визначеній операції заміщення на словникові V  і тому є 
можливість задати формальну структуру.  

Визначення 5.2. Формальною граматичною конструктивною 
структурою ( )C G  граматики G  назвемо упорядковану трійку  

( ) , ,C G V= Σ Λ , (5.3)

де V  – алфавітний словник (носій структури), Σ  – сигнатура містить 
символи операцій, аксіоматика (числення) Λ  складається з системи 
правил граматики P , в якій виділяються початкові продукції 
пов’язані з початком U  граматики, тобто , , ( )j jx U x Vσ σ→ ∈ ∈F  – 

аксіоми початкового виводу або аксіоми початку та аксіоми виводу, 
продукції яких безпосередньо заміщують ланцюжки з термінальних і 
не термінальних символів на термінальні ланцюжки: 

, ( ), ( )x a x V a A→ ∈ ∈F F . 
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Граматичну структуру ( )C G  і її граматику G  назвемо повною, 
якщо усі символи словника застосовуються в аксіоматиці і числення 
не містить інших символів. Так для повної граматики (5.2) аксіомати-
ка має вигляд 

3

1

2

: | ,

: ,

: ;

: ;

p b b аксіома виводу

p a аксіома початку

p b

аксіома послідовність застосування продукцій довільна

α α
σ α
α α

→ = −
 → −Λ =  →


 (5.4)

де застосовано позначення ( | - «або») з граматичних правил у формі 
Бекуса – Наура і сигнатура 2{ }Σ = →   

Введення формальної граматики у вигляді (5.3) коректніше ніж у 
вигляді (5.1), хоча б з того, що у структурі «все» задано і нема «зов-
нішніх» символів. Тому в подальшому при необхідності будемо ко-
ристуватися для породжуючих граматик їх структурою (5.3). В межах 
формальної граматичної структури (5.3), визначаючи словник, сигна-
туру і аксіоматику можна задавати різні породжуючі граматики iG  і 
їх структури ( )iC G . 

Визначення 5.3. Структуру ( )iC G  конкретно заданої граматики iG  
назвемо структурою граматики iG . 

Отже, граматична структура утворює клас структур граматик 
( )C G ( )C G  такий, що ( ) ( )iC G C G⊆ ( ) ( )iC G C G⊆ , повну структуру 

якої завжди можливо однозначно відтворити за її аксіоматикою, чим 
в подальшому також будемо користуватися.  

Приклад 5.1. Побудуємо конструктивну структуру граматики 
представлення алгоритмів у вигляді схем Насі – Шнайдермана. 
⊳ Відомо, що схеми Насі – Шнайдермана [1] складаються з чоти-

рьох блоків: слідування, розгалуження і двох блоків циклу з «перед 
умовою» та «після умовою». Введемо термінальні позначки цих бло-
ків: a  – слідування, b  – розгалуження, c – цикл з «перед умовою», d  
– цикл з «після умовою». Нехай нетермінал σ  відповідає метафразі 
«схема Насі – Шнайдермана», тоді маємо словник { , , , , }V a b c dσ= . 

Сигнатуру визначимо на п’ятьох операціях 2 2 2 2 2
1 0{ , , , , }Σ = → � � �⊠  і ак-

сіоматику конструктивної структури задамо як 
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5.3.2.  Виводи у класичних граматиках 

Перейдемо до розгляду класичних формальних граматик. Заува-
жимо, що у класичній теорії формальних граматик сигнатура завжди 
має вигляд 2{ }Σ = → . 

Досі використовувалося «інтуїтивне» поняттям виводу ланцюжка, 
дамо тепер формальне визначення виводу. Нехай задані будь які два 
ланцюжки x і y  вільної мови ( )VF  побудованої на словникові V , 
тобто , ( )x y V∈F . 

Визначення 5.4. Ланцюжок y  зветься  безпосередньо виведеним у 
структурі граматики ( )C G  з ланцюжка x, x y֏ , якщо існує така 
продукція ip ∈ Λ , після застосування якої до ланцюжка x отримаємо 

ланцюжок y , тобто ipx y→ . Або конкретно безпосередній вивід 
x y֏  має місце тоді і тільки тоді, якщо 1 1 2x u v u= , 1 2 2y u v u= ; де 

1 2 1 2, , , ( )u u v v V∈F  і існує продукція або аксіома ip ∈ Λ  така, що 

1 2:ip v v→ . 
Таким чином безпосередній вивід x y֏  супроводжується замі-

щенням підланцюжка ланцюжка x правою частиною продукції або 
аксіоми ip . Наприклад, для формальної граматичної структури з ак-
сіоматикою (5.4) маємо безпосередні виводи: ,a ab a abα α α֏ ֏  і 
так далі. 

Безпосередній вивід ланцюжка y  з ланцюжка x ( )x y֏  визначає 
двохмісну операцію, яка є взагалі не комутативною і не асоціатив-
ною, вільна мова ( )VF  відносно неї є частково замкненою тому, що 
не до всякого ланцюжка ( )x V∈F  можливо застосувати вивід в струк-
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турі Множина ланцюжків ( )VF  на цій операції утворює часткову уні-
версальну алгебру. Виходячи з цього можливо стверджувати, що клас 
безпосередньо виведених ланцюжків 

( ) { : , , ( )}BWC G y x y x y V= ∈֏ F  в структурі ( )C G  є підмножиною 
вільної мови ( )VF . 

Визначення 5.5. Ланцюжок y  зветься виведеним з ланцюжка x у 
формальній структурі ( )C G , x y⇒  тоді і тільки тоді, якщо: x y=  або 
існує така послідовність ланцюжків 0 1( , , , ) ( )sz z z V⊂… F , що 

0 , sz x z y= =  і 1 , 1,2, ,i iz z i s− =֏ … . 
Послідовність ланцюжків, які відповідають виведенню x y⇒  на-

зивають виводом ланцюжка y , 1 2( ) ( , , , , )sW y x z z z y= =…  в формаль-
ній структурі ( )C G ., а число s – довжиною виводу і позначають це 

так ( )W y s= . Множина виведених ланцюжків { : ; , ( )}y x y x y V⇒ ∈F  

у формальній структурі утворює клас виведених ланцюжків 
( ) ( )WC G V⊆ F  в ( )C G .  
З визначення 5.4 маємо, що до класу виведених ланцюжків ( )WC G  в 

структурі ( )C G  відносяться також ланцюжки лівих і правих частин про-
дукцій та аксіом аксіоматики цієї структури і безпосередньо виведені з 
них послідовності ланцюжків. Так для структури граматики з аксіомати-
кою (5.4) виведеним є ланцюжок α , α α⇒ , за аксіомою виводу bα =  
або продукцією bα α→ , а також abbσ α⇒ , отже існує послідовність 
безпосередньо виведених ланцюжків 2( , , , )a ab abb abσ α α α α= . Очеви-
дно, виведення ланцюжка y  з – x: x y⇒  є бінарним відношенням, яке 
задовольняє властивостям рефлективності та транзитивності; отже від-
носно операції 2( )⇒  клас ( )WC G  рефлексивно – транзитивно замкне-
ний і між класами ( )BWC G  і ( )WC G  існує  

Твердження 5.1. Клас ( )BWC G  є підкласом класу ( )WC G . 
Розглянемо можливі виведення у класі ( )WC G .  
Виведення x y⇒  є тупиковим якщо йому відповідає вивід 

1 2( ) ( , , , )sW y x z z z= …  такий, що до заключного ланцюжка ( )sz WC G∈  
не можливо застосувати аксіоми або продукції аксіоматики структу-
ри ( )C G . Наприклад, для наведеної структури з аксіоматикою (5.4) 

виведення 3a abα ⇒  – тупикове тому, що вивід 3( , , , )a ab abb abα α α  
не можливо продовжити і не існує аксіом або продукцій, які можливо 
застосувати для безпосереднього виводу з ланцюжка abbb. 
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Виведення x y⇒  є повним у структурі ( )C G , якщо ланцюжок y y  
складається тільки з термінальних символів алфавіту A, тобто 

( )y A∈F . Таким чином повний вивід завершується обов’язково за-
стосуванням аксіом виводу з Λ  структури ( )C G . Нескладно бачити, 

що виведення 3a abα ⇒   є повне і тупикове в аксіоматиці (5.4). 
Виведення yα ⇒  є правильним, якщо воно задовольняє умовам: 

а) α  – початковий символ, тобто U Nα ∈ ⊆ ; 
б) виведення yα ⇒  – тупикове; 
в) виведення yα ⇒  – повне. 

Ланцюжок y , який відповідає правильному виведенню yα ⇒  
звуть правильним ланцюжком породженим у формальній структурі 

( )C G . Нескладно побачити, що ланцюжки: , , ,ab abb abb… – прави-
льні за аксіоматикою (5.4). Тепер можливо дати визначення форма-
льної мови породженої у формальній структурі граматики G .  

Визначення 5.6. Формальною мовою ( )L G  породжену у формаль-
ній структурі ( )C G  називають множину правильних ланцюжків.  

Введене за визначенням 5.2 поняття формальної структури не пе-
редбачає обмежень на праві частини продукцій, тобто серед аксіом 
виводу аксіоматики можуть бути продукції типу 

, ( ),x x V A Vο ο→ ∈ ∈ ⊂F  – ο - продукція і тому може статися, що 
( )L Gε ∈  (нагадуємо, що ε ο=  порожній ланцюжок). 

Визначення 5.7. Формальна граматична структура з ο - продукція-
ми зветься ο - формальною граматичною структурою. В протилеж-
ність до цього, якщо структура не містить у собі ο - продукцій її звуть 
ο - вільною граматичною структурою. Формальна мова зветься по-
рожньою ( ) { }L G ε= , в структурі ( )C G , якщо в цій структурі не ви-
водиться ні один правильний ланцюжок або виводиться тільки ε - 
ланцюжок у випадку ο - формальної граматичної структури.  

Так, наприклад, формальна граматична структура з аксіоматикою 
(5.4) є ο - вільною і вона породжує формальну мову L , за для якої 

Lε ∉ . В подальшому «по замовченню» розглядаються формальні 
структури граматик, в яких породжуються тільки не порожні мови. 
Таким чином, ланцюжки формальної мови породжуються в заданій 
структурі за аксіоматикою згідно правильних виведень, причому ко-
жен вивід, незалежно від того однозначний він чи ні, задає структуру 
виводу ланцюжка цієї мови. Вважається, що структура ( )C G  одно-
значна (частково однозначна), якщо всі ланцюжки мови ( )L G  мають 
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однозначні виводи. З попереднього прикладу зрозуміло, що в струк-
турі з аксіоматикою (5.4) формальна мова має вигляд 

( ) { : }kL G ab k= ∈ℕ  і її породжуюча структура ( )C G  однозначна. Так 

при k n=  для ланцюжка nab  однозначна структура виводу наступна 

1( ) ( , , , , , , )n n nW ab a ab abb ab abσ α α α α−= …  (5.5)

і вивід супроводжується застосуванням спочатку аксіоми пріоритет-
ного виводу, потім застосовується 1n−  раз продукція виводу і аксіо-
ма виводу. Тому довжина виводу ланцюжка (5.5) – ( ) 1nW ab n= + . 

Прикладом неоднозначної формальної структури граматики 1( )C G  є 
структура з аксіоматикою 

1

:

|
,

|

,

,

,

.

аксіоми виводу

b b

b b

a аксіома початку

b

b

α α
γ γ
σ α
α γ
γ γ
α α


 → =   → = 
Λ = → −
 →
 →
 →

 (5.6)

за якою мова { : }kab k∈ℕ  може бути породжена за допомогою різних 
виводів. Ланцюжок l abb=  можливо вивести, як 

( ) ( , , , )W l a ab abbσ α α=  або як 1( ) ( , , , , )W l a a ab abbσ α γ γ= . 
Виходячи з того, що структура ланцюжка l l  за його виводом 
( )iW l  неоднозначна, введемо характеристику структури виводу – 

складність виводу ланцюжка. 
Визначення 5.8. Складністю виводу ланцюжка l  в структурі гра-

матики ( )C G  назвемо число ( ) min{| ( ) |}i
i

k l W l= . 

Так для ланцюжка l abb=  породженого конструктивною структу-
рою з аксіоматикою (5.6) його складність ( ) 3k l = . 

В програмуванні і інших пов’язаних з обробкою інформації ситу-
аціях важливо мати справу з однозначними конструктивними струк-
турами, наприклад, при розробці програмних засобів на 
неоднозначній граматичній структурі можуть виникати проблеми ви-
воду для правильного відтворити алгоритмічну схему розв’язку зада-
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чі. Питання однозначності структур є основним питанням при розро-
бці і побудові граматичних структур для заданих предметних облас-
тей і загальної теорії формальних структур та граматик. 

З кожним виводом W  довільного ланцюжка l  в структурі ( )C G  
пов’язана схема виводу цього ланцюжка cW . Так для структури з аксі-
оматикою (5.4), яку перепишемо з позначеннями продукцій: 

1

2

3

: | ,

: ,

: .

p b b аксіома виводу

p a аксіома приоритетного виводу

p b

α α
σ α
α α

→ = −
Λ = → −
 →  

вивід ( ) ( , , , )W abb a ab abbσ α α=  відповідає схемі виводу цього ж лан-

цюжка 32 1( ) ( )pp p
cW abb a ab abbσ α α= → → → . 

Твердження 5.2. За однозначними схемами виводів ланцюжків 
( )cW l  формальної мови ( )l L G∈  однозначно відтворюється формаль-

на структура граматики ( )C G . 
Таким чином, якщо прийняти за структуру виводу ланцюжка його 

схему виводу , тоді між частково однозначною формальною структу-
рою граматики і структурою виводів всіх ланцюжків (не порожніх) її 
мови існує часткове взаємно однозначне відношення. Крім того для 
формальної мови ( )L G  граматичної структури ( )C G  має місце лан-
цюг по включенню. 

Твердження 5.3. ( ) ( ) ( ) ( )L G BWC G WC G V⊂ ⊂ ⊆ F . 

5.3.3.  Утворюючі граматичні структури 

З твердження 5.2 виникає досить цікаве питання повноти утворю-
ючих структур (підструктур) формальної структури. Дамо пояснення 
цього поняття. 

Розглянемо довільну граматичну структуру 2( ) ,{ },C G V= → Λ . 

Нехай 1V  підсловник словника V , а 1Λ  підаксіоматика аксіоматикиΛ  

Λ , тоді з одного боку, за визначенням 4.11, 2
1 1 1,{ },C V= → Λ  є підст-

руктура структури ( )C G . Підаксіоматика 1Λ  може містити в собі де-
які аксіоми пріоритету та аксіоми виводу, тоді підструктура 1C  може 
породжувати деякі ланцюжки мови ( )L G , таку підструктуру назвемо 
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– породжуючою підструктурою структури ( )C G  і позначатимемо її 

так *
1C . Тому з другого боку, породжуюча підструктура *

1C  задає 
структуру (через спосіб виводу або схему виводу) деякого ланцюжка 

( )l L G∈ . 
Визначення 5.9. Об’єднанням двох конструктивних підструктур 

2
1 1 1,{ },C V= → Λ  і 2

1 2 2,{ },C V= → Λ  називається структура 
2

1 2 1 2 1 2,{ },C C V V= → Λ Λ∪ ∪ ∪ , а відповідно їх перетином структура 
2

1 2 1 2 1 2,{ },C C V V= → Λ Λ∩ ∩ ∩ . 

Твердження 5.4. Нехай сімейство { ; }C Iα α ∈  сукупність підструк-
тур Cα  структури ( )C G . Тоді їх об’єднання і перетин утворюють під-
структури формальної граматичної структури ( )C G . 

Визначення 5.10. Сукупність конструктивних підструктур 

; , ( )CM C J C C Gα α
α

α = ∈ = 
 

∪  називається системою утворюючих 

підструктур ( CM – системою) формальної структури ( )C G . 
Очевидно, що за заданою CM - системою завжди можливо відтво-

рити граматичну структуру і відповідну їй мову, тому і виникає про-
блема (проблема повноти): знайти такі критерії (умови), за якими 
вибрана система підструктур структури ( )C G  була б CM - системою 
утворюючих структур. В подальшому буде наведена схема алгорит-
му відтворення конструктивної структури. 

5.3.4.  Завдання і вправи 

1. З’ясувати, чи утворюють породжуючі граматики наступні форма-
льні упорядковані четвірки об’єктів: 

а) { , },{ , }, ,{ , , , }a b ab a b b aσ γ σ σ σ σγ σγ σ→ → → → ; 

б) { , },{ }, ,{ , , }a b a ba ab a bσ σ σ σ σ σ σ→ → → ; 

в) { , },{ , },{ , , },b c a a a b a caσ σ σ→ → → ; 

г) { , },{ , }, ,{ , , }b c b c cσ α α α σ σ σ σ→ → → ; 
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д) 
{ , , },{ , , },{ , },

{ , , , , , | }

a b c

a b a c a b a c a b c

α β σ α σ
α σ σ α α β σ β β β β→ → → → → →

 
 

2. Відтворити формальні структури для породжуючих граматик за-
вдання 1. 
3. Дано термінальний алфавіт { , }a b  і алфавітний словник { , , , }a b δ σ  
з’ясувати можливість побудови породжуючих граматик за схемами: 

а) { , }P b a bδ σ δ= → → ; 

б) { , , }P b a b aδ σ σ δ= → → → ; 

в) { , , }P b a a abδ δ σ σ δσ ε= → → → ; 

г) { , , }P b a aδ δσ σ δσ σ= → → → ; 

д) { , , }P b aδ σ σ σ δδ= → → → .  

4. Побудувати класи безпосередньо виведених ( )BWC G  і виведених 
( )WC G  у граматиці G  ланцюжків якщо 

{ , , },{ , , }, ,{ , , , }G a d e a d d ed adα β σ σ σ β β α σβ α β= → → → → : 

навести класифікацію виведень множини ( )WC G .  
5. Задати формальні структури породжуючих граматик задачі 2.  
6. Побудувати клас ( )WC G  формальної структури ( )C G , якщо  

{ , , },{ , , , }, ,{ , , , , }G a b c a b b cα β σ γ α α β β σαγ β σ γ σ σ= → → → → →  

і дати класифікацію його виведень.  
7. Виписати ланцюжки, які породжуються в формальній структурі з 
завданою аксіоматикою: 

| ,
;

| ;

,
;

| ;

b b
аксіоми виводу

c c

a a
аксіоми приоритетного виводу

b c

σ σ
σ σ
σ σ
σ

 → = 
− → = Λ = 

→  − →   

де введено скорочений запис продукцій |b cσ →  замість двох – 
, .b cσ σ→ → Який вигляд має формальна мова? 
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8. Для структури формальної граматики: 
{ },{ , , },{ , },

, 1,2, , ;
;

, 1,2, , ;
( )

;

;

;

k

j

a

k n
аксіоми приоритетного виводу

j m
C G

аксіома виводу

α β δ α β

α α
β δ
δ β
δ εβ
δ ε

 → = − 
→ =  =  

 →
 → 
 → − 

…

…

довести, що формальна мова порожня ( ) { }L G ε= . 
9. За структурою виводів ланцюжків формальних мов задачі 5 відтво-
рити їх формальні структури. 
10. Довести твердження 1. 
11. Довести твердження 2. 
12. Довести твердження 3. 
13. Довести твердження 4. 
14. Для формальної мови, яка породжена в структурі задачі 7 побуду-
вати неоднозначну формальну структуру 1( )C G . 

5.4.  Загальні властивості граматичних структур 

5.4.1.  Нормальні граматичні структури 

Раніше встановлено, що кожна формальна структура граматики 
породжує тільки одну певну формальну мову. Причому формальна 
мова може бути порожньою (дивись задачу 8, п. 5.3.4) або записана 
складним виразом (дивись, наприклад, мову задачі 7, п. 5.3.4). Тому 
між формальною структурою і мовою, яка в ній породжується існує 
складне відношення ϕ , причому  

Твердження 5.5. Відношення ϕ  не є взаємно однозначним (гомо-
морфним). 
⊳ Дійсно, нехай мова L  виведена в структурі ( )C G  і відношення 

між ними є ϕ  . Розширимо не термінальний алфавіт N  структури 
( )C G  новим символом Nξ ∉  в результаті чого отримаємо 

1 { }N N ξ= ∪ . Розширимо також аксіоматику Λ  структури ( )C G ( )C G  
продукцією ( ) ,σ ξ→ ∉Λ  де Nσ ∈ . Таким чином отримаємо іншу 
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структуру 1( )C G . Нескладно бачити, що мова L  виводиться і в струк-
турі 1( )C G  тобто відношення ϕ  між структурою ( )C G  і мово L  зо-

стається тим же – однозначним. Але його обернене 1ϕ −  не є 
однозначним відношенням. ⊲  

За твердженням 5.5 ми маємо можливість конструктивно побуду-
вати скільки завгодно структур граматик, в яких виводиться одна і 
таж мова. Тому доцільно навести певний порядок на множині форма-
льних граматичних структур CG. Як відомо з першого розділу, це 
можливо зробити за допомогою введення відношень еквівалентності. 

Визначення 5.11. Дві формальні однотипові структури граматик 

1 2,C C CG∈  називаються слабко еквівалентними (еквівалентними), 
якщо вони породжують одну і ту ж формальну мову. 

Введене відношення еквівалентності дозволяє за теоремою про 
розбиття (теорема 2.2) виділити у множині CG класи еквівалентних 
однотипових структур по відношенню до породжених ними мов. 
З’ясуємо деякі особливості будови цих класів. За для цього введемо 
поняття нормальної конструктивної граматичної структури. 

Визначення 5.12. Структуру, в якій будь яка продукція або аксіома 
аксіоматики Λ  має конструкцію  

, ( )x y x N→ ∈F  (5.7)

назвемо нормальною формальною граматичною структурою ( )hC G  і 
виведену в цій структурі мову нормальною формальною мовою hL . 
Тобто аксіоматика структури ( )hC G  наділена властивістю (5.7). 

Теорема 5.1. В будь якому класі еквівалентності множини CG 
завжди існує нормальна граматична структура ( )hC G . 
⊳ Доведення теореми спирається на прийом розширення не тер-

мінального алфавіту і аксіоматики структури CG. Розглянемо клас 
еквівалентності структур відносно мови L  – LKC , і нехай 

( ) , ,C G A N= Σ Λ∪  довільна структура граматики цього класу. 

Введемо додатні не термінальні символи i Nα ∉  і поставимо їх у 
взаємно однозначну відповідність до елементів ia  алфавіту A так, що 

i iaα ↔ . Тоді отримаємо розширений алфавіт 
{ : 1, # }h iN N i Aα= =∪ … . Розширимо також аксіоматику Λ  замінив-

ши в аксіоматиці Λ  всі термінальні символи ia A∈  відповідними си-
мволами iα  і додавши до неї аксіоми виводу i iaα → . Зрозуміло, що 
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таким чином конструктивно побудована структура є нормальною 
граматичною структурою ( )hC G , при цьому між продукціями аксіо-
матик структур ( )C G  і ( )hC G  за виключенням аксіом виводу i iaα → , 
на основі відношення i iaα ↔ , існує взаємно однозначне відображен-
ня φ . 

Нехай 
1 2
, ,

kj j jx a a a= …  довільний ланцюжок мови L  виведений у 

структурі ( )C G , тобто xσ ⇒ , покажемо, що цей ланцюжок також 
виводиться і у структурі ( )hC G . Припустимо, що виведенню xσ ⇒  
відповідає вивід 1 2( ) ( , , , , )nW x y y y xσ= =…  тоді за існуванням відо-

браження 1 2( , , , )rφ φ φ φ= … , : h
i i iy yφ →  виводові ( )W x  відповідає ви-

ведення h
nyσ ⇒  в структурі ( )hC G . Застосувавши далі аксіоми 

виводу з структури ( )hC G  отримаємо виведення h
ny x⇒ , або за тран-

зитивністю виведення маємо виведення xσ ⇒  в структурі ( )hC G . В 
результаті знайдено, що hL L⊆ . 

Припустимо тепер, що ланцюжок hx L∈  і йому відповідає вивід у 

структурі ( )hC G  1 2( ) ( , , , , )h h h
h mW x y y y xσ= =… . Зрозуміло, що у цьому 

виводі застосовуються безпосередні виводи за продукціями і аксіо-
мами виводу аксіоматики структури ( )hC G , які не мають у своїх лі-
вих частинах термінальних символів. Перелаштуємо вивід hW  так, 
щоб спочатку застосовувалися аксіома пріоритету і продукції виводу, 
а на при кінець аксіоми виводу. В результаті отримаємо вивід з двома 
послідовними  виведеннями ,h

ny n mσ ⇒ <  – за аксіомами пріоритету 

та продукціями виводу і h
ny x⇒  – за аксіомами виводу. Виходячи з 

того, що існує обернене відображення 1φ − , 1 : h
i i iy yφ − →  виведенню 

h
nyσ ⇒  можливо поставити в однозначну відповідність виведення 

nyσ ⇒ , яке відповідає виводу ( )W x  ланцюжка x структури ( )C G , з 
чого маємо hL L⊆ . 

Таким чином приходимо до висновку, що hL L= . ⊲  
Для прикладу розглянемо вправу з класом еквівалентності LKC  

формальної мови { ; }n n nL a b c n= ∈ℕ . 
Приклад 5.2. Побудуємо нормальну формальну граматичну струк-

туру еквівалентну до структури з аксіоматикою: 
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1 2

3

4

5

6

7

, : | ,

: ,

:

: ,

: ,

: ,

: .

p p a a аксіоми приоритету

p

аксіомививоду

p a ab

p b bb

p b bc

p c cc

σ σβγ βγ
γβ βγ

β
β
γ
γ

→ −
 →



Λ = →
 →


→
 →

 (5.8)

⊳ Переконаємося, що в структурі з аксіоматикою (5.8) виводиться 
мова { ; }n n nL a b c n= ∈ℕ . Схему виводу ланцюжків мови L  продемо-

нструємо на прикладі виведення ланцюжка 3 3 3x a b c=  

1 1 2 43p p p pa aa aσ σβγ σβγβγ βγβγβγ→ → → →
3 5 33 3 3p p pa b a b a bbγβγβγ βγγβγ γγβγ→ → →

3 5 6

7 7

3 3 3 3

,3 3 3 3 3.

p p p

p p

a bb a bb a b

a b c a b c

γβγγ βγγγ γγγ
γγ

→ → →

→
 

(5.9)

Якщо тепер ввести додатні не термінали , ,α δ λ  і відношення 
, ,a b cα δ λ↔ ↔ ↔ , за якими змінити продукції аксіоматики Λ , то-

ді отримаємо аксіоматику структури ( )hC G  

1 2

3

4

5

6

7

8

9

10

, : | ,

: ,

: ,

: ,

: ,

:

:

: ,

: ,

: .

h

p p аксіоми приоритету

p

p

p

p

p

аксіомививоду

p a

p b

p c

σ ασβγ αβγ
γβ βγ
αβ αδ
δβ δδ
δγ δλ
λγ λλ

α
δ
λ

→ −
 →
 →
 →
 →Λ =  →



→
 →


→

 (5.10)
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Очевидно, що мова { ; }n n nL a b c n= ∈ℕ  також виводиться в струк-

турі ( )hC G . Наприклад, ланцюжок 3 3 3x a b c=  може бути виведений за 
тією ж схемою (5.9), але в ній під продукціями ip  слід розуміти від-
повідні продукції аксіоматики hΛ  і до отриманого таким чином лан-

цюжка 3 3 3α δ λ  застосувати аксіоми виводу структури ( )hC G . 
Виходячи з цього можливо стверджувати, що наведені вище структу-
ри з аксіоматиками (5.8) і (5.10) – слабко еквівалентні. Зауважимо, що 
до цього ж класу еквівалентності також належить і структура з аксіо-
матикою 

1 2

3

4

5

6

7

, : | ,

: ,

: ,

:

:

: ,

: .

p p c аксіоми приоритету

p c c

p

p b b c

аксіоми виводу

p b

p a

σ ασβ αδ
β γ

γ β
β δ

δ
α

→ −
 →
 →


Λ = →



→
 →

 (5.11)

З доведеної теореми 5.1 слідує, що в класі еквівалентних структур 

LKC  існує не одна нормальна структура, котрі утворюють підклас екві-

валентних нормальних формальних структур h
LKC . Тому має місце 

Твердження 5.6. h
L LKC KC⊂   

Досі при виведенні формальних мов в конструктивних структурах 
класів еквівалентності ми не звертали увагу на особливості виведен-
ня. Очевидно, що у будь якому класі еквівалентності існують одно-
значні і неоднозначні структури.  

Визначення 5.13. Частково однозначні однотипові структури 1C  і 

2C  звуть сильно еквівалентними 1 2~C Cɺ  (), якщо вони породжують 
одну і ту ж мову і при цьому схеми виводів однакових ланцюжків у 
структурах 1C  і 2C  однакові. 

Прикладом сильної еквівалентності структур є структури з аксіо-
матиками: 
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| ,

:

,

;

a a аксіоми приорітету

аксіоми виводу

c

aca b

σ σ ττ

σ

→ −

′Λ =  →
 →  

,

:

,

.

a a аксіомаприорітету

аксіоми виводу

c

aca b

σ σ

σ

→ −

′′Λ =  →
 →  

За допомогою введення на однозначних структурах поняття силь-
ної еквівалентності можливо в класі еквівалентних структур LKC  ви-

ділити підклас сильно еквівалентних структур �LKC , тобто 
�

L LKC KC⊂ . Не складно бачити, що в класі нормальних еквівалент-
них структур також можливо виділити підклас сильно еквівалентних 

структур �h
LKC , таким чином за твердженням 5.5 маємо 

Твердження 5.7. �h h
L L LKC KC KC⊂ ⊂ . 

Введене вище поняття частково однозначної формально грамати-
чної структури за допомогою структур виводу ланцюжків або схем 
цих виводів є фактично слабко однозначним визначенням однознач-
ності структур. Дійсно, розглянемо формальну структуру з наступ-
ною аксіоматикою: 

1 2

2

, : | ,

: .

p p aa аксіоми приорітету

p aa аксіомавиводу

α αα
α

→ −
Λ =  → −

 (5.12)

яка породжує мову 2{ ; }na n∈ℕ . 

Очевидно, що схема виводу ланцюжка 6a  буде неоднозначною на 
етапі застосування аксіоми пріоритету α αα→  і  аксіоми виводу, при 
цьому неоднозначність у другому випадку схема виводу розпізнає, а 
у першому випадку вона не розпізнається виводом. Наприклад, при 
такій початковій частині схеми виводу 1 1p pα αα ααα→ →  не зро-
зуміло до якого символу α  у другому безпосередньому виводові за-
стосовується продукція 1p . Для виправлення такого становища 
введемо поняття способу виводу ланцюжка l  – ( )WS l  [16]. 
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Розглянемо деяке виведення 0 1 2 kx y x z z z z y⇒ ≡ = =֏ ֏ ֏⋯  в 
завданій структурі, нехай його довільний безпосередній вивід 1i iz z+֏  

має вигляд jp

i i i i i iu x v u y v→ , де , , , ( )i i i iu x v y V∈F . Позначимо через iq  
довжину підланцюжка iu  ланцюжка iz  і створимо пару [ , ]i jq p . Побу-

дована таким чином пара завдає спосіб безпосереднього виводу. Зрозу-
міло, що між способом безпосереднього виводу [ , ]i jq p  і безпосереднім 

виводом 1i iz z+֏  не існує взаємно однозначного відношення. Це ви-
пливає хоча б з того, що безпосередньому виводові αα ααα֏  в стру-
ктурі з аксіоматикою (5.12) відповідає два способи безпосереднього 
виводу: 1[1, ]p  і 1[2, ]p . Послідовність способів безпосереднього виводу 

( )0 1 1[ , ],[ , ], [ , ]r j k sq p q p q p−⋯ , яка відповідає виведенню x y⇒  і назива-

ється способом виводу ланцюжка y . 
Визначення 5.14. Формальна граматична структура ( )C G  називаєть-

ся  однозначною, якщо в ній кожен ланцюжок виводиться за допомогою 
одного і тільки одного свого способу виводу. Відповідно породжена в 
такій структурі множина називається  однозначною мовою. 

Очевидно, визначення 5.14 є більш коректним, ніж визначення 
однозначності граматичної структури через однозначність виводів, 
наведене у попередньому пункті. Прикладом однозначної формальної 
структури є структура з аксіоматикою: 

| | ,

:

| | | ,

0 |1| | 9;

аксіоми приорітету

аксіомививоду

a b z

σ α σα σβ

α
β

→ −

Λ =  →
 →

⋯

⋯  

яка породжує класичну однозначну мову ідентифікаторів, котрі засто-
совуються в мовах програмування для позначення імен: файлів, змін-
них, функцій, масивів і інше. В однозначній формальній структурі між 
будь яким безпосереднім виводом і його способом безпосереднього ви-
воду існує взаємно однозначне відношення, отже існує взаємно одно-
значне відношення між схемою виводу мовного ланцюжка і способом 
виводу цього ланцюжка. Тому тепер можливо переформулювати ви-
значення сильної еквівалентності 5.13 наступним чином: 

Визначення 5.15. Однозначні однотипові структури 1C  і 2C  звуть 
сильно еквівалентними ( 1 2~C Cɺ ), якщо вони породжують одну і ту ж 
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мову, і схеми виводів (способи виводів) однакових ланцюжків у 
структурах співпадають. 

Це досить жорстке визначення 5.15 сильної еквівалентності при-
воде до деяких незручностей, наприклад, не всякий клас сильно екві-
валентних структур має в собі нормальну граматичну структуру 
(вище наведена теорема 5.1 не справедлива за умови співпадання 
способів виводу). Таким чином сильно еквівалентні класи «бідніші», 
ніж еквівалентні класи за визначенням 5.10. 

Нагадаємо, що вище розглянутий підхід до виводу ланцюжків мо-
ви через виведення за способом виводу виник з причини не розпі-
знання за схемою виводу місця в ланцюжкові, до якого 
застосовується рекурсивна продукція з повторенням 

: , ( )p y yy y y V→ ∈⋯ F . Але продукції типу p формальної структури  
завжди можуть бути модифіковані так, щоб не змінити мову і встано-
вити взаємно однозначне відношення між схемами виводів і спосо-
бами виводів ланцюжків цієї формальної мови. 

Твердження 5.8. Модифікація продукції : , ( )p y yy y V→ ∈F  па-
рою продукцій  

1

2

: ,

: ;

p y xy

p x y

→
 →

 або 1

2

: ,

: ;

p y yx

p x y

→
 →

  ( ),x V x y∈ ≤F ; (5.13)

не змінює породжених ланцюжків і встановлює взаємно однозначне 
відношення між схемами виводів і способами виводів ланцюжків. 
⊳ Дійсно, ланцюжки, які виводиться в структурі з продукцією p є 

тими ж, що і в структурах з продукціями (5.13). 
Розглянемо тепер довільний вивід ланцюжка в структурі з проду-

кцією p, нехай це буде – ( , , )y yy yyy . Цьому виводові відповідає два 
способи виводів: 1) ([1, ],[1, ])p p  і 2) ([1, ],[2, ])p p . Нескладно переві-
рити, що будь якому виводові ланцюжка в структурі з групою проду-
кцій (5.13) відповідає завжди один спосіб виводу, наприклад, виводу 
за першою групою продукцій (5.13) – ( , , , , )y xy yy xyy yyy відповідає 
наступний спосіб виводу: 1 2 1 2([1, ],[1, ],[1, ],[1, ])p p p p . ⊲  

Спираючись на результати твердження 5.4, будемо в подальшому 
розглядати структури, в аксіоматиці яких будуть відсутні продукції 
типу : , ( )p y yy y y V→ ∈⋯ F  Тоді визначення 5.8 та 5.11 і визначення 
5.10 та 5.12 будуть еквівалентними за взаємно однозначністю схем 
виводів і способів виводів ланцюжків. Так для структури з аксіома-
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тикою (5.12) еквівалентною буде структура з модифікованою аксіо-
матикою 

1 2

2

3

, : | ,

: ,

: .

p p aa аксіоми приорітету

p aa аксіомавиводу

p

σ ασ
σ
α σ

→ −
Λ = → −
 →

ɶ  (5.14)

Як було сказано вище, в програмуванні необхідно мати справу з 
однозначними конструктивними структурами. Взагалі то проблема 
розпізнання однозначності граматичних структур не розв’язана, тоб-
то не вдається побудувати такий алгоритм, за яким би для будь якої 
структури з заданого класу можливо встановити її однозначність. 
Більш детальну визначеність відносно підкласів однозначних, ο ο - 
вільних і інших формально граматичних структур можливо отримати 
після введення деяких додатних властивостей у аксіоматику форма-
льних граматичних структур. 

5.4.2.  Класи Хомського 

Американським лінгвістом Н. Хомським [13] виконана класифіка-
ція породжуючих формальних граматик і виділено чотири типи гра-
матик: граматики нульового типу (граматики без обмежень на 
продукції), граматики першого типу або контекстно залежні грама-
тики (граматики безпосередніх складників), граматики другого типу 
або контекстно вільні граматики (безконтекстні) і граматики тре-
тього типу – автоматні граматики. Спираючись на цю класифікацію 
введемо наступні типи породжуючих формальних граматичних стру-
ктур: 

1) контекстно залежну структуру (безпосередніх складників) 
( )BC G , продукції аксіоматики якої задовольняють наступним 

умовам  

: , , , ( );j i k i i m i i i m kp u v u y v u v y V Nα α→ ∈ ∈F ; (5.15)

де підланцюжки ,i iu v  ланцюжків продукцій jp  є контекстним супро-

водженням; 
2) контекстно вільну структуру (безконтекстну) ( )VC G  з про-

дукціями аксіоматики  
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: , ; ( )j i k i kp y N y Vα α→ ∈ ∈F ; (5.16)

3) автоматну структуру ( )AC G , продукції якої мають власти-
вості: 

: , , ; ;j i k n i n kp a N a Aα β α β→ ∈ ∈  або :j i kp aα → . (5.17)

Формальні мови відповідно назвемо: контекстно залежними 
(безпосередніх складників) ( )BL G , контекстно вільними (безконтек-
стними) ( )VL G  і автоматними ( )AL G . 

Аналізуючи введені типи структур приходимо до висновку, що 
умови продукцій (5.16) є частковий випадок умов продукцій (5.15) 
( )i iu v ε= = , а властивості продукцій (5.17) є частковим випадком об-
межень, накладених на продукції  (5.16); тому можливо стверджува-
ти, що між відповідними мовами існує ланцюг за включенням: 

( )AL VL BL V⊂ ⊂ ⊂ F .  
Тепер, спираючись на результат зв’язаності за включенням мов 
, ,AL VL BL зробимо висновок, що структура ( )AC G  є підструктурою 

структури ( )VC G , а в сою чергу структура ( )VC G  є підструктурою 
структури ( )BC G  по відношенню до відповідних формально грама-
тичних мов.  

Зауважимо, що з наведених чотирьох типів структур тільки для 
структур третього типу вище вказана проблема однозначності алго-
ритмічно розв’язана [3]. Тому в наступних розділах посібника будуть 
розглядатися в основному однозначні формальні граматичні структу-
ри. 

5.4.3.  Завдання і вправи 

1. Довести, що визначення еквівалентності 11 є відношенням еквіва-
лентності. 
2. Довести, що формальні структури з аксіоматиками: 0 1 2, ,Λ Λ Λ  – 
слабко еквівалентні; якщо 
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0

| | ;

:

,

;

a a c аксіоми приорітету

аксіомививоду

c

aca b

σ σ ττ

σ

→ −

Λ =  →
 →  

1

| | ;

:

,

;

a a b c аксіоми приорітету

аксіоми виводу

c

b

σ σ

σ
σ

→ −

Λ =  →
 →  

2 2

2

| | ;

:

,

.

a a a a c аксіоми приорітету

аксіоми виводу

c

aca b

σ σ σ

σ

 → −

Λ = 

→
 →  

3. Показати, що серед структур вправи 2 є сильно еквівалентні струк-
тури. 
4. Для структур вправи 2 побудувати їм еквівалентні нормальні фор-
мальні граматичні структури. 
5. Для структури з аксіоматикою 0Λ   вправи 2 побудувати сильно ек-
вівалентні нормальні граматичні структури. 
6. Побудувати нормальні граматичні структури слабко еквівалентні 
до структури з аксіоматикою (5.12). 
7. Для формальної мови { }; , ,k n ma b c k n m∈ℕ  побудувати однозначну 

формальну граматичну структуру і її слабко еквівалентну нормальну 
структуру. 
8. З’ясувати однозначність структур вправи 2. 
9. Для ланцюжків ( ; 1,2,3; 2,3,4; 1,3,5)i j kl a b c i j k= = = =  виведених в 
однозначної структури вправи 7 записати виводи, схеми виводів, спо-
соби виводів. 
10. Для ланцюжків ( ; 2,3,4)i i i

il a b c i= =  побудувати граматичну стру-
ктуру; відтворити схеми виводів, виводи, способи виводів. 
11. За формальними мовами побудувати формальні граматичні струк-
тури: 

а) { }0; ,n ma b n m∈ ∈ℕ ℕ , 
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б) { };n na b n∈ℕ , 

в) { }{ } { }; ,n n m ma b b a n m∈∪ ℕ , 

г) { }0; ,n m na b c n m∈ ∈ℕ ℕ , 

д) { };n n na b a n∈ℕ , 

е) { }0; ,n n ma b c n m∈ ∈ℕ ℕ , 

ж) { }0{ } { }; ,n n m m k ka b c a b c n m∈ ∈∪ ℕ ℕ , 

з) { }{ } { }; ,n n m m n na b c a b c n m∈∪ ℕ , 

і) { }; ,n n n ma b a b n m∈ℕ , 

и) { }(( ) ( ) ) ; , , , ,n m kx y x a b y b a n m k= + = + ∈ℕ . 

12. Визначити типи мов завдання 11. 
13. Для мов завдання 11 побудувати нормальні формальні структури. 
14. Для кожної з мов завдання 11 виписати множини ланцюжки, дов-
жина виводів яких не більша за п'ятнадцять. 
15. Записати способи виводів множин ланцюжків отриманих у вправі 13. 
16. За множиною продукцій: 

1 1 2 1

1

1 1 1

2 2 1 2 2

,

| | | , ,

| ,

| | ,

| | , , ;

a a

b b b

a a a

σ γ
γ α δ β β α α
δ δ α
β β δ α
β β β α α α α ο

→
 → → →
 →


→ → →

 

граматики G  з початком виводу σ  побудувати нормальну формальну 
структуру та породжену нею мову. Визначити тип структури і її од-
нозначність. 
17. Якими способами можливо вивести ланцюжок 10( )a  у граматич-
ній структурі з аксіоматикою вправи 16?  
18. Що необхідно зробити у аксіоматиці вправи 16 щоб спосіб виводу 
цього ланцюжка був однозначним? 
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5.5.  Питання повноти системи утворюючих підструктур 
формальної граматичної структури 

Розглянемо методику, за допомогою якої можливо побудувати по-
вну систему утворюючих підструктур формальної граматичної струк-
тури. При цьому ми будемо спиратися на деякі алгебраїчні 
результати повноти утворюючих підалгебр (дивись, наприклад [16]). 
Для цього розглянемо більш детально деякі властивості підструктур 
граматичної структури. 

5.5.1.  Властивості підструктур 

Будь яка  підструктура 1C  граматичної структури ( )C G  може бути 

повною або не повною, породжуючою *
1C  або не породжуючою. Се-

ред сукупності підструктур { }iC  граматичної структури ( )C G  існу-
ють такі підструктури jC , аксіоматика яких jΛ  повністю відтворює 

їх формальну структуру, тобто , ,j j jC V= Σ Λ . Назвемо такі підстру-

ктури повними підструктурами jC , а відповідні їм аксіоматики від-

творюючими аксіоматиками jΛ . Так для структури ( )C G  з 

аксіоматикою  

1

2

3

4

5

6

7

: , ;

: ;

: ;

: ;

:

: ;

: ;

: ;

p аксіомаприорітету

p

p a ab

p

аксіоми виводу

p a

p a

p c

ξ ααβ
αβ δββ

ββ β
β γ

α
δ
γ

→
 →
 →
 →Λ = 

 →


→
 →

 (5.18)

повні граматичні підструктури 

*
1 1 4 5 7{ , , , , , }, ,{ , , , }C a c p p p pα β γ ξ= Σ , 
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 2 2 3 4 6 7{ , , , , , , }, ,{ , , , , }C a b c p p p p pα β δ γ= Σ , 

неповні формальні підструктури 

3 1 4 5 6{ , , , , }, ,{ , , , }C a c p p p pα β ξ= Σ , 

 *
4 1 4 5 7{ , , , , , , , }, ,{ , , , }C a b c p p p pα β δ γ ξ= Σ .  

Визначення 5.16. Підструктура 1C  є порожньою підструктурою 
формальної граматичної структури ( )C G , якщо вона породжує тільки 
порожню мову L = ∅ , тобто 1) 1 { }V ο= = ∅  або 2) 

1 { ; }ix i JοΛ = → ∈ , або 3) 1 { }V ο=  і 1 { ; }ix i JοΛ = → ∈  або 4) аксіо-
матика 1Λ  не має усіх спільних символів зі словником 1V . 

Наприклад, для формальної структури ( )C G  з аксіоматикою (5.18) 

наступна підструктура 1 1 4 5 7{ , , , , }, ,{ , , , }C b p p p pα β γ ξ= Σ  є порож-

ньою.  
Зауваження 5.1. Наведене визначення порожньої підструктури за 

умовами 1) – 4) еквівалентні згідно визначенню 5.14. 
У множині усіх підструктур формальної структури містяться та-

кож ізольовані підструктури, які визначаються так 
Визначення 5.17. Підструктура 1C  називається ізольованою відно-

сно підструктури 2C  у формальній структурі ( )C G , якщо 1 2C C⊂  і 
серед виведених ланцюжків 2{ | ( )}i il l V∈F  у структурі 2C  знайдеться 
хоча б один ланцюжок jl  такий, що 1{ | ( )}j k kl l l V∉ ∈F . Якщо підстру-

ктура 1C  ізольована відносно структури ( )C G , тоді підструктура 1C  
зветься ізольованою у формальній структурі ( )C G  і позначимо це так 

1 ( )C C G⊸ . 
Для наведеної вище структури з аксіоматикою (5.18) ізольованою 

є підструктура *
1 ( )C C G⊸ , яка породжує ланцюжок 

( ) ( )aac L G V∈ ⊂ F .  
Наведемо деякі властивості відношення ⊸. Будемо вважати, що 

порожня структура ∅  є ізольованою до будь якої структури. Якщо 
прийняти для будь якої підструктури 1 ( )C C G⊆ , що 1 1C C⊸ , тоді 
відношення ⊸ є відношенням часткового порядку на множині усіх 
підструктур формальної структури ( )C G , бо виконуються умови ан-

тисиметрії ( )1 2 2 1 1 2, ;C C C C C C=⊸ ⊸  та транзитивності 
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( )1 2 2 3 1 3, ;C C C C C C⊸ ⊸ ⊸ . За твердженням 5.4  та визначенням 

5.16 для сімейства підструктур { }iC  структури ( )C G  таких, що 

1iC C⊸ , маємо 

Наслідок 5.1. 1i
i

C C∩ ⊸  у формальній структурі ( )C G . 

Ізольовані підструктури відносно формальної структури ( )C G  
можуть бути породжувальними і повними підструктурами.  

Перейдемо тепер до розгляду систем утворюючих підструктур 
граматичної структури (див. визначення 5.10). Виходячи з того, що 
словник V  і аксіоматика Λ  формальної граматичної структури ( )C G  
є скінченими приходимо до висновку, що система утворюючих під-
структур { }iC  також є скінченою множиною. 

Якщо система утворюючих підструктур CM  структури ( )C G  
складається з двох підструктур 1C  і 2C , таких що 1 2 ( )C C C G=∪  і 

1 2C C = ∅∩ , то підструктура 2C  є доповненням підструктури 1C  до 
формальної структури ( )C G . Позначається доповнення структури 1C  

структурою 2C , як 2C
⌢

. 

Лема 5.1. Нехай підструктура 2C
⌢

 є доповненням  підструктури 1C  
до формальної структури ( )C G , тоді множину усіх підструктур { }iC  
структури ( )C G  можливо розбити на три класи підструктур:  

{ }1 1|j jK C C C= ⊆ , { }2 2| Cj jK C C= ⊆
⌢

 і 

{ }3 1 1 2 2| , Cj j jK C C C K C K= ∈ ∈
⌢

∩ ∩ . 

Наслідок 5.2. Лема 5.1 має місце і в тому випадку, коли доповнен-
ня 2C k

k

C=
⌢
∪ , де 1kC C⊄  підструктури формальної структури ( )C G , а 

також коли підструктура є 1C  ізольованою, тобто 1 ( )C C G⊸ .  
Результат леми розбиття на класи є корисним при визначені будо-

ви множини підструктур формальної структури, зокрема будови її 
системи утворюючих підструктур.  

Покажемо, що у довільній системі утворюючих підструктур стру-
ктури ( )C G  містяться повна CM  та породжуюча *

CM  утворюючі під-
системи. 

Теорема 5.2. У будь якій системі утворюючих підструктур 

; , ( )C i i
i

M C i I C C G
 = ∈ = 
 

∪  граматичної структури ( )C G  завжди 
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можливо виділити множину *
C CM M⊆  утворюючих породжуючих 

підструктур таку, що * * *; , ( )C i i
i

M C i I C C G
 = ∈ = 
 

∪ . 

⊳  Для доведення теореми достатньо показати, що *
C CM M⊂ . При-

пустимо протилежне, тобто *
C CM M⊄ . За умовою теореми система 

CM  є утворюючою структури ( )C G , яка породжує формальну мову 
( )L G . Звідси маємо, що серед підструктур системи CM  існують під-

структури *
jC , в яких виводяться ланцюжки ( )l L G∈ . Отже маємо та-

ку залежність для підструктур *
j CC M∈ , що призводе до протиріччя 

відносно припущення. ⊲  
Теорема 5.3. У всякій системі утворюючих підструктур CM  грама-

тичної структури ( )C G  міститься система утворюючих повних підст-

руктур ; , ( )C j j
j

M C j J C C G
 

= ∈ = 
 

∪ . 

⊳ Розглянемо довільну підструктуру i CC M∈ . Якщо ця структура 
не є ο - вільною, тобто на її словникові iV  за аксіоматикою iΛ iΛ мож-
ливо вивести тільки порожній ланцюжок тоді за визначенням 5.15 
при умовах 1), 3) і 4) підструктура iC  – порожня. За зауваженням 5.1 
замінимо структуру iC  еквівалентною структурою з умовою 2) так, 

що аксіоматика jΛ  буде складатися тільки з продукцій виду 2), після 

заміни правих частин продукцій порожнім символом ο  і словник jV  

створимо з різних символів аксіоматики jΛ . Таким чином у цьому 

випадку маємо j CC M∈ .  

Нехай тепер структура iC  не порожня, тоді приймемо аксіоматику 

iΛ  за аксіоматику jΛ , при цьому можливі випадки: 

1) аксіоматика iΛ  повністю відтворює структуру iC , тобто 

i jV V= ; 

2) аксіоматика iΛ  не повністю відтворює структуру iC , але 

j iV V⊂ . 

З чого по сукупності випадків 1) і 2) слідує включення, j iC C⊂ . 
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Якщо ж для аксіоматики i iΛ = Λ  маємо i iV V⊂ , то розбиваючи ак-
сіоматику i j i j−Λ = Λ Λ∪  так, щоб j iV V⊆  отримаємо і в цьому випад-

ку включення j iC C⊂ . На цьому завершується доведення теореми. ⊲  

Зауваження 5.2. За результатом теореми 5.2 маємо для систем 
утворюючих підструктур наступне включення *

C CM M⊆  і за теоре-

мою 5.3 – ланцюг по включенню *
C C CM M M⊆ ⊆ . 

З’ясуємо тепер питання критеріїв, за якими можливо встановити 
існування систем утворюючих підструктур формальної граматичної 
структури і визначимо ефективні критерії, за якими можливо відтво-
рити граматичну структуру за структурами утворюючих ланцюжків 
заданої формальної мови. 

Для розв’язку проблема існування критеріїв про знаходження сис-
тем утворюючих підструктур скористуємося алгебраїчним підходом, 
який спирається на застосування максимальних підалгебр універса-
льних алгебр [17]. 

Нехай ( )C G  довільна граматична структура (5.3), тоді підструкту-
ра mC  структури ( )C G  називається максимальною підструктурою 

( )mC C G⊂ , якщо не існує такої підструктури 1 ( )C C G⊂ , за для якої 
мало б місце власне включення 1mC C⊂ . Позначимо через ip  довіль-
ну продукцію аксіоматики Λ Λ  структури ( )C G . Тепер, як нескладно 
бачити, підструктура mC  буде максимальною відносно структури 

( )C G  тоді і тільки тоді, коли для будь якого елементу ( ) \ mv C G C∈  
такого, що { , }iv V p i I∈ ∈∪  має місце { } ( )mC v C G=∪ . Тут під різ-
ницею ( ) \ mC G C  розуміється підструктура \ , ,mV V Σ Λ  або 

, , \ mV Σ Λ Λ , або \ , , \m mV V Σ Λ Λ  граматичної структури ( )C G . 

Граматична структура ( )C G  має скінчену кількість максимальних 
підструктур. Позначимо через M  множину усіх підструктур макси-
мальних відносно структури ( )C G . Для подальшого необхідна насту-
пна лема розширення будь якої підструктури граматичної структури 

( ) , ,C G V= Σ Λ . 

Лема 5.2. Будь-яку підструктуру 1 ( )C C G⊂  можливо розширити 
до максимальної підструктури mC M∈  структури ( )C G .  
⊳ За ствердженням леми маємо, що для довільної підструктури 1C  

структури ( )C G  у множині M  існує така підструктура mC , що мож-
ливе тільки таке включення 1 mC C⊆ , бо у протилежному випадку ви-
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конується включення 1 mC C⊃  і підструктура 1C  не є власною підст-
руктурою структури ( )C G . Припустимо, що для підструктури 1C  у 
множині M  не існує підструктури 1mC C⊃ . Тоді приєднуючи до під-
структури 1C  усі елементи { , }iv V p i I∈ ∈∪ , яких нема у цій підстру-

ктурі крім одного *
1v C∉  за скінчену кількість кроків отримаємо 

максимальну підструктуру 1,mC  відносно структури ( )C G , що при-

зводе до протиріччя з припущенням. Таким чином будь яку власну 
підструктуру граматичної структури завжди конструктивно можливо 
розширити до максимальної підструктури. ⊲  

Наприклад, для граматичної структури з аксіоматикою (5.18) по-
рожню підструктуру 1 1 4 5 7{ , , , , }, ,{ , , , }C b p p p pα β γ ξ= Σ  можливо 

розширити неоднорідними об’єктами 2 3{ , , , , }a c p pδ  (доповнюючи 
словник 1 { , , }V a c δ∪  і аксіоматику 1 2 3{ , }p pΛ ∪ ) до максимальної під-
структури 1, 6( ) \ { }mC C G p M= ∈ .  

5.5.2.  Утворюючі підструктури і критерій повноти 

Перейдемо до розгляду критерію, за яким визначається, що систе-
ма підструктур граматичної структури є утворюючою системою. За 
певною аналогією структур з алгебрами назвемо його критерієм По-
ста, як це зроблено в алгебрах [18]. 

Теорема 5.4. Для того, щоб система підструктур { ; }C iM C i I= ∈  
граматичної структури ( )C G  була утворюючою системою необхідно 
і достатньо, щоб для будь якої підструктури mC M∈  у системі CM  

знайшовся хоча б один елемент { },{ ; };i i jv V p j J i I∈ ∈ ∈∪  такий, що 

mv C∉ . 
⊳За необхідністю система CM  – утворююча відносно структури 

( )C G , тобто ( )i
i I

C C G
∈

=∪  для максимальної підструктури mC M∈ , за 

її визначенням існує такий елемент mv C∉ , що ( ) \ mv C G C∈ , тому в 
системі CM  знайдеться хоча б одна підструктура jC  для якої jv C∈ . 

При доведенні достатності розглянемо таку систему CM , в котрій для 
будь якої максимальної підструктури mC M∈  структури ( )C G  існує хо-
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ча б один елемент i Cv C M∈ ∈  такий, що mv C∉ . Доведемо, що система 

CM  є утворюючою, тобто виконується умова ( )i
i I

C C G
∈

=∪ . 

Припустимо, що система CM  не є системою утворюючих підстру-

ктур – ( )i
i I

C C G
∈

≠∪ , тоді користуючись результатами леми 5.2, будь 

яку підструктуру i CC M∈  розширимо до максимальної підструктури 

,i mC M∈ структури ( )C G , з чого маємо включення ,i i mC C⊂ . Але за 

умовою у підструктурі iC  існує такий елемент iv , для якого ,i i mv C∉ , 

що призводе до порушення включення ,i i mC C⊂ . Таким чином наше 

припущення про те, що сукупність підструктур CM  не є системою 
утворюючих підструктур породжуючої граматичної структури ( )C G  
хибне і теорема доведена. ⊲  

Зауваження 5.3. Результати теореми 5.4 мають місце і для систем 
породжуючих підструктур *

CM  і повних систем підструктур CM  фор-
мальної граматичної структури ( )C G . 

Система утворюючих підструктур називається повною системою 
m
CM  у тому розумінні, що вона повністю відтворює формальну струк-

туру C  і в ній нема зайвих підструктур, які не впливають на відтво-
рення структури ( )C G .  

Отже за результатами леми 5.1 та теореми Теорема 5.4 можливо 
запропонувати наступну схему побудови системи утворюючих підст-
руктур формальної структури і дослідити будову цієї утворюючої си-
стеми підструктур: 

 1) побудувати множину максимальних підструктур M ; 
 2) за елементами, які не входять до максимальних підструк-

тур побудувати систему утворюючих підструктур CM , що 
містять у собі ці відсутні елементи; 

 3) на системі утворюючих підструктур формальної системи 
побудувати структурний граф залежності підструктур; 

 4) виділити у системі утворюючих підструктур ізольовану 
підструктуру і доповнену до неї підструктуру, відносно 
яких за лемою 5.1 побудувати три класи ; 1,2,3iK i = ; 

 5) з класів 1K  і 2K  виділити незалежні підструктури, тобто 

такі 1 2,i i iC C K∈   для яких 1 2
i i iC C K∉∩  і 1 2

i iC C⊄  або 
2 1
i iC C⊄ ; 
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6) на об’єднані незалежних структур класів 1K  і 2K  побуду-

вати повну систему утворюючих підструктур 
m
CM  форма-

льної структури.  
Застосуємо наведену схему до формальної структури з аксіомати-

кою 

1

2

3

4

5

6

7

8

: , ;

: ;

: ;

: ;

: ;

: ;

:

: ;

: .

p a аксіомаприорітету

p a

p b

p b

p c

p c

аксіомививоду

p c

p c

σ α
α α
α β
β β
β γ
γ γ

γ
β

→
 →
 →
 →
Λ = →
 →


 →
 →

 (5.19)

та мовою { ; , , }k n mL a b c k n m= ∈ℕ .  

Побудуємо породжуючу систему *
CM . 

Для неї і максимальної множини M  достатньо скористуватися 
відповідними аксіоматиками. Множиною аксіоматик сукупності M  є 
{ }8 7 6 5 4 2\ , \ , \ , \ , \ , \p p p p p pΛ Λ Λ Λ Λ Λ . З чого видно, що система 

утворюючих підструктур повинна включати продукції 

2 4 5 6 7 8, , , , ,p p p p p p. Такою системою буде утворююча система з аксі-
оматиками:  

{ }1 2 3 4 5, , , ,Λ Λ Λ Λ Λ , (5.20)

де 1 1 3 8{ , , }p p pΛ = , 2 1 2 3 8{ , , , }p p p pΛ = , 3 1 3 4 8{ , , , }p p p pΛ = , 

4 1 3 5 7{ , , , }p p p pΛ =  і 5 1 3 5 6 7{ , , , , }p p p p pΛ = . 
Множина аксіоматик задає структури виводів відповідних ланцю-

жків: 1l abc= , 2l aabc= , 3l abbc= , 4l abcc= , 5l abccc= . Структурний 
граф системи утворюючих підструктур формальної структури ( )C G  
за включеннями представлено на рис. 5.2. 
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Рис. 5.2. Граф системи утворюючих підструктур структури 
( )C G  

Ізольованою підструктурою відносно структури ( )C G  серед сис-

теми підструктур з множиною аксіоматик (5.20) є структура *
5C , для 

якої доповненою до формальної структури ( )C G  буде структура 
* *
2 3C C∪ , тому система утворюючих підструктур розбивається на кла-

си * *
1 4 5{ , }K C C=  і * * *

2 1 2 3{ , , }K C C C= . Очевидно, на незалежних підстру-
ктурах цих класів можливо отримати повну систему утворюючих 
породжуючих підструктур * * *

2 3 5{ , , }m
CM C C C= . Побудована таким чи-

ном повна система утворюючих підструктур є неоднозначною тому, 
що за основні утворюючі підструктури можливо взяти кінцеві поро-
джуючі структури графу 1C  і 4C  з відповідними аксіоматиками та до-
дати до них підструктури з аксіоматиками 5 4\Λ Λ , 3 1\Λ Λ  і 2 1\Λ Λ . 
Отже отримаємо нову систему утворюючих підструктур з системою 
аксіоматик 1 4 2 1 3 1 5 4{ , , \ , \ , \ }Λ Λ Λ Λ Λ Λ Λ Λ . Таким чином на струк-
турах двох простих ланцюжків 1l  і 4l  та рекурсивних продукціях 2p , 

4p  і 6p  аксіоматики (5.19) відтворюється формальна граматична 
структура ( )C G . 

Зауваження 5.4. Запропоновану методику побудови повної систе-
ми утворюючих підструктур також зручно застосовувати у тому ви-
падку коли відомі дерева виводів утворюючих ланцюжків, при цьому 
слід звернути увагу, що однозначне відтворення формальних систем 
можливе тільки для VC- структур. 
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5.6.  Конструктивні структури контекстно-залежних граматик 

Розглянемо широкий клас формальних структур обумовлених об-
меженнями виразів (5.15). 

5.6.1.  Клас структур контекстно-залежних граматик 

Як було вказано особливістю BC- структур є те, що продукції їх 
аксіоматик мають контекстне супроводження, яким можливо скорис-
татися, наприклад, при розробці діалогових систем штучного інтеле-
кту зв’язавши контекстне супроводження з певною темою «обміну 
даних», «розмови» тощо. Безпосередньо контекстно-залежні грама-
тики отримали таку назву через можливість в них досліджувати гра-
матичні структури речень природних мов. Наприклад, речення: 
«Операторна послідовність утворює алгоритмічну програму» може 
бути представлене через його мовну послідовність характеристик-
складників (іменника, прийменника та дієслова) 

 Операторна послідовність утворює алгоритмічну програму 
(прийменник)  (іменник) (дієслово) (прийменник) (іменник). 

Прикладами контекстно-залежної мови (BL - мови) є мова іденти-
фікаторів, розглянута у підпункті 5.4.1, в якій продукції аксіоматики її 
породжуваної структури безпосередньо задовольняють умовам (5.15), 
а також мова розглянута у вправі пункту 5.2 за аксіоматиками (5.8) і 
(5.11) та її частковий випадок { ; }k k ka b a k∈ℕ . Клас контекстно-
залежних граматик взагалі то менше досліджений ніж класи безконте-
ксних і автоматних граматик [3]. В класі BC- структур можливо виді-
лити клас ο - вільних структур, для цього дамо: 

Визначення 5.18. Формальна структура ( )C G , продукції аксіома-
тики якої x y→  задовольняють умові | | | |x y≤  називається нескоро-
ченою структурою. 

Нескладно зрозуміти, що формальна BC- структура з продукція-
ми її аксіоматики типу (5.15) ,i i i i i i iu y u x y Nα α→ ∈  є нескороченою, 
якщо | | 1ix ≥  або ix ε≠ . В певному розумінні (продукції виду 

i i i i iu y u yα →  не належить до аксіоматики) така структура породжує 
ο - вільну BL - мову. 
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Теорема 5.5 У всякому класі еквівалентності LKC  з нескороченою 
однозначною структурою існує однозначна ο - вільна BC- структура. 
⊳Доведемо спочатку, що в класі LKC  знаходиться ο - вільна BC- 

структура. Для цього в класі LKC  виберемо нескорочену структуру 
( )C G , яка за теоремою 5.1 має еквівалентну нормальну структуру 

( ) , ,h h hC G V= Σ Λ , де h hV A N= ∪  і A – термінальний алфавіт струк-

тури ( )C G . Нехай довільна продукція аксіоматики hΛ  має вигляд  

: ; ( ), ( );i h hp x y x N y V→ ∈ ∈F F  (5.21)

причому, очевидно, – | | | |x y≤ , перетворимо продукцію (5.21), за ре-
зультатами роботи [16] у сукупність продукцій аксіоматики 0Λ  ο - 
вільної BC- структури. При перетворені слід врахувати можливості 
випадків лівих частин продукцій (5.21). 

1. Розглянемо спочатку наступний виключний випадок, коли 
| | 0x = , тобто x ε= , що відповідає продукції yε → , яка дозво-
ляє вставляти при безпосередньому виводі з ланцюжка 

1 2 nz β β β= …  ланцюжок y y  перед або позаду будь якого сим-
вола jβ  (нагадаємо, що для довільного ланцюжка 

abc a b cε ε ε ε= , бо конкатенація a aε =⋯ ⋯⊠ ). Замінимо про-
дукцію (5.21) наступною множиною: 

{ | }y yα α α→ , де hNα ∈ , (5.22)

яка також дозволяє вставляти ланцюжок y  попереду або позаду будь 
якого символа не термінального алфавіту hN . 

2. Якщо у виразі (5.21) | | 1x = , тоді ця продукція зостається у аксі-
оматиці 0Λ  без будь яких змін. 

3. У наступному випадку коли | | 1x > , припустимо, що 

1 2 , , 1,2, ,k j hx N j kα α α α= ∈ =… … ; 1 2 , ( ),m j hy s s s s V= ∈… F  

1,2,j m= … , тобто продукція (5.21) виглядає наступним чином 

1 2 1 2 ,k ms s s k mα α α → ≤… … ; замінимо її рекурсивною послідовністю 
продукцій: 
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 (5.23)

де символи 1 2, , ,i i i
k hNβ β β ∉…  є додатними не терміналами. 

Таким чином аксіоматика 0Λ  з продукціями (5.22), (5.23) і випад-
ку 2 відповідає нескороченій ο - вільній BC- структурі, причому 
продукції (5.22) і (5.23) не порушують однозначності цієї структури. 
Покажемо тепер, що формальна структура 0( )C G  з аксіоматикою 0Λ  
належить класові LKC . Для цього розглянемо будь який ланцюжок u   
мови ( )hL G  нормальної структури ( )hC G , вивід якого є ( )W u . Зрозу-
міло, що  за співвідношеннями (5.22) і (5.23) виводові ( )W u  ланцюж-
ка завжди можливо однозначно поставити у відповідність вивід цього 
ж ланцюжка 0( )W u  у структурі 0( )C G , тому можливо записати, що 

0( ) ( )hL G L G⊆ . (5.24)

І навпаки, всякому виводові 0( )W u  з рекурсивною послідовністю 
(5.23), до якої завжди можливо звести цей вивід пересортувавши в 
ньому безпосередні виводи, можливо поставити у відповідність одно-
значний вивід ( )W u , який відповідає умові випадку 3 тому маємо на-
ступне співвідношенняBC 

0( ) ( )hL G L G⊆ . (5.25)

Порівнюючи вирази (5.24) і (5.25) заключаємо, що структури 
( )hC G , 0( )C G  еквівалентні, а так як ( )h LC G QC∈  тоді також 

0( ) LC G QC∈ . ⊲  
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Клас еквівалентності BC- граматичних структур цікавий і тим, що 
в ньому можуть знаходитися і ο - формальні граматичні структури, 
аксіоматики яких мають скорочені продукції i i i i i i iu y u y u yα ο→ = . 

Теорема 5.6. У всякому класі еквівалентності LKC  довільної стру-
ктури існує ο - формальна BC- структура. 
⊳ Ця теорема доводиться за наступною схемою: спочатку вона 

доводиться так же як теорема 5.5, тобто для довільної продукції 
(5.21) формальної структури ( )C G  при умові 1x ≤  будуються рівно-

сильні продукції за випадками 1 і 2 теореми 5.5; у третьому випадку 
продукції 1 2 , , 1,2, ,k j hx y N j kα α α α= → ∈ =… … , замість системи 

нескорочених продукцій (5.23) ставиться у відповідність упорядкова-
на система продукцій 

1 2 1 2

1 2 1 2 3

1 2 1 1 2

1 2 2

2 3 3

1

,

,

,

,

,

,

;

i
k k

i i i
k k

i i i i i i
k k k

i i i i i
k k

i i i i i
k k

i i i
k k k

i
k y

α α α β α α
β α α β β α α

β β β α β β β
β β β β β
β β β β β

β β β
β

−

−

 →
 

→ 
 
 
 →
 

→ 
 → 
 
 

→ 
 → 

… …

… …

⋮

… …

… …

… …

⋮

. 

Зрозуміло, що таким чином побудована система продукцій аксіо-
матики відповідає ο - формальній структурі. І далі доведення прово-
диться так же, як у теоремі 5.5. ⊲  

Із теореми 5.6 можливо зробити висновок про те, що мова L , від-
носно якої розглядався клас еквівалентності, може включати в себе 
порожній ланцюжок або ні. З доведень теорем 5.5 і  5.6 випливає, що 
до довільного класу еквівалентності LKC   належать BC- формальні 
структури і ο - формальні BC B C - структури тоді і тільки тоді, коли 
породжена мова не містить порожнього ланцюжка, тобто Lε ∉ . 
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5.6.2.  Виводи і їх структури  

Перейдемо тепер до питання структур ланцюжків виведених в 
BC- структурах. Як було вказано у першому і другому пунктах  цьо-
го розділу, структуру будь якого ланцюжка довільної однозначної 
мови породженої однозначною граматичною структурою можливо 
задати за допомогою підструктури граматичної структури або його 
виводу (інколи спеціальним чином розміченого) за допомогою схеми 
виводу, за допомогою способу виводу, при цьому ці чотири можли-
вості відтворення структури ланцюжка еквівалентні у тому розумінні, 
що між ними існує взаємно однозначне (ізоморфне) відношення. 
Окрім того за цими способами відтворення структури ланцюжків за-
даної мови інколи однозначно відтворюється породжуюча граматич-
на структура. Ці ж варіанти можливі і для BC- мов, також для BL - 
мов можливо визначити структуру ланцюжка за допомогою дерева 
виводу [16].  

Розглянемо вивід ( )W l  (схему виводу, спосіб виводу) довільного 
ланцюжка l HL∈ , нехай його будь який безпосередній вивід 

, , , , ( )i i i i i i i i i iu v u x v N u v x Vα α ∈ ∈֏ F , (5.26)

де ланцюжок 1 2
i i i

i kx x x x= …   складається з підланцюжків ,i
jx j k≤ , ко-

жен з яких є не термінал  або термінальний підланцюжок ланцюжка 
l . Поставимо тепер у відповідність безпосередньому виводові (5.26) 
упорядкований кортеж 

1 2( , ), ( , ), ( , )i i i
i i i kx x xα α α… . (5.27)

Розташовуючи в певній послідовності за виводом ( )W l  кортежі 
(5.27), отримаємо граф виводу ланцюжка l  або, як його ще називають 
C - маркер [16]. Вивід ( )W l  правильний, він завжди починається з ак-
сіоми пріоритету аксіоматики BC- структури і граф виводу утворює 
дерево виводу, коренем якого є не термінал лівої частини аксіоми 
пріоритету з якого починається вивід ланцюжка ( )W l , його вершина-
ми будуть не термінали або термінальні підланцюжки ланцюжка l .  

Для прикладу розглянемо структуру з наступною аксіоматикою: 



169 
 

,

,

,

,

:

,

,

;

аксіомаприорітету

a ab

аксіоми виводу

a

a

c

σ ααβ
αβ δββ

ββ β
β γ

α
δ
γ

→ −
 →
 →
 →


 →


→
 →  

і наведемо вивід ланцюжка aabc в цій структурі 

( ) ( , , , , , , , )W aabc a a aa aab aab aabcσ ααβ αβ δββ ββ β γ= . 

Дерево виводу (рис. 5.3) для цього випадку буде мати корінь з по-
значкою σ  і ( ) 3st =σ , внутрішні вершини з позначками: , , ,α β δ γ  
мають відповідні степені ( ) 2 | 3, ( ) 2, ( ) 2, ( ) 2st st st st= = = =α β δ γ  і 
чотири кінцеві вершини з термінальними позначками: , , ,a a b c. 

 

Рис. 5.3. Дерево виводу ланцюжка aabc 

Вище встановлене відношення між виводом ланцюжка l  і його 
деревом виводу є взаємно однозначним, хоча відношення між безпо-
середнім виводом (5.26) і кортежем (5.27) визначене з точністю до 
контекстного супроводження безпосереднього виводу (5.26), однак 
вивід ( )W l , побудований на безпосередніх виводах (5.26), враховує 
контекстне супроводження (якщо його коректно виділити у ланцюж-
ках виводу) при послідовному виведені ланцюжків виводу ( )W l . Та-
ким чином за властивістю транзитивності відношень між схемою 
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виводу  (способом виводу) та розміченим деревом виводу існує взає-
мно однозначне відношення, цей результат дозволяє стверджувати, 
що 

Твердження 5.9. Визначення структури ланцюжка BL - мови за 
його виводом, схемою виводу, способом виводу і деревом виводу ек-
вівалентні в тому розумінні, що структура ланцюжка частково від-
творює BC- формальну граматичну структуру. 

Задати структуру ланцюжка BL - мови також можливо за допомо-
гою входжень його підланцюжків [16]. Нехай ланцюжок x є підлан-
цюжком деякого ланцюжка l uxv= , а 1r u= +  місце, з якого 

починається розташовувати ланцюжок x в ланцюжку l . 
Визначення 5.19. Упорядкована пара ( , )x r  називається входжен-

ням підланцюжка x в ланцюжок l  починаючи з символа r  ланцюжка 
l  (при рахуванні з ліва на право). 

Наприклад, для ланцюжка l abcdab=  його підланцюжки 

1 2,l a l ab= =  і 3l cdab=  утворюють входження: 

1 1 2 2( ,1), ( ,5), ( ,1), ( ,5)l l l l  і 3( ,3)l  в ланцюжок l . 
Між різними входженнями підланцюжків в один і той же ланцю-

жок існують певні відношення. Так, якщо підланцюжкам x і y  лан-
цюжка l  відповідають входження ( , )x r  і ( , )y s  причому 

1r s r x≤ ≤ + −  або 1s r s y≤ ≤ + − , тоді входження перекриваються. 

Якщо ж ланцюжок y  є підланцюжком ланцюжка x і 

1 1r s s y r x≤ ≤ + − ≤ + − , то входження ( , )x r  покриває входження 

( , )y s . Для прикладу, входження ( ,1)x  і ( ,2)y  підланцюжків x ab=  і 
y bcd=  ланцюжка l abcdab=  перекриваються тому, що при значен-
нях 1r =  і 2s =  виконується умова 1 1 2 1r≤ ≤ + − , а входження ( ,1)x  
та ( ,5)y  не перекриваються; входження ж ( ,1)abcd покриває вхо-
дження ( ,2)bcd  цього ланцюжка l  виходячи з того, що виконується 
умова 1 2 3 1 1 4 1s≤ ≤ + − ≤ + − . 

Розглянемо множину ( )D l  всіх різноманітних входжень ланцюжка 
l  деякої мови ( )L G , породженої граматичною структурою ( )C G . До 
речі порожнє входження ( , )ε ⋅  не включається до множини ( )D l  тому, 
що місце цього входження не визначене. Очевидно, у множині вхо-
джень ( )D l  завжди можливо виділити певним чином упорядковану 
підмножину, яка задає будову ланцюжка l . Наприклад, можливо ви-
ділити підмножину входжень у ( )D l  з фіксованим першим або іншим 
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місцем у входженнях таких, що всі вони задовольняють умові по-
криття. Так для ланцюжка l abcdab=  його будова може бути визна-
чена підмножиною входжень 

{ }( ,1), ( ,1), ( ,1), ( ,1), ( ,1), ( ,1)a ab abc abcd abcda abcdab .  

Також поширена інша методика виділення підмножини складни-
ків [16, 4] з множини входжень ( )D l . 

Визначення 5.20. Множина ( ) ( )C l D l⊂  називається системою 
складників ланцюжка 1 2 nl a a a= ⋯ , якщо її входження задовольняють 
наступним умовам:  

1) власне входження ( ,1) ( )l C l∈ ;  
2) всі одноелементні входження ( , ) ( ), 1,2, ,ia i C l i n∈ = … ; 
3) для будь яких двох входжень ( , ), ( , ) ( )x r y s C l∈  вони або 

покриваються, або не перекиваються.  
За визначенням 5.17 система складників ланцюжка є не однознач-

ною. Дійсно будову ланцюжка l ababc=  можливо задати так 

{ }1( ) ( ,1), ( ,2), ( ,3), ( ,4), ( ,5), ( ,1), ( ,3), ( ,1)C l a b a b c ab ab ababc=  

або наступним чином  

 { }2( ) ( ,1), ( ,2), ( ,3), ( ,4), ( ,5), ( ,1), ( ,4), ( ,1)C l a b a b c ab bc ababc= . 

Не однозначність визначення синтаксичної будови ланцюжків за 
допомогою системи складників частково вирішується для заданої 
граматичної структури, в якій ці ланцюжки породжуються. Нехай 
розглядається граматична BC- структура і породжена нею мова 

( )L G , для якої ланцюжок ( )l L G∈  має дерево виводу (C - маркер). 
Тоді на дерево виводу будемо дивиться як на множину підграфів ви-
воду підланцюжків ланцюжка l , кожен з яких  розгортає не терміна-
льні символи до кінцевих термінальних символів складників 
підланцюжків ланцюжка l . Сукупність таким чином розгорнутих ла-
нцюжків і утворюють множину ланцюжків, яка відтворюють систему 
складників. Якщо ввести певний порядок у ланцюги виводів (розгор-
тання) вздовж гілок дерева пронумерувавши їх певним чином, напри-
клад, так як це зроблено для дерева рис. 5.3, тоді отримаємо для 
ланцюжка l aabc=  систему складників  

2( ) {( ,1), ( ,2), ( ,3), ( ,4), ( ,2), ( ,1)}S l a a b c ab a bc= . 
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Крім вище наведеного прийому виділення системи складників іс-
нують і інші методи їх побудови. Наприклад, у лінгвістиці [4] засто-
совується наступний метод розмітки системи складників. Кожному 
символу виведеного в граматичній структурі ланцюжка ставиться у 
відповідність позначка (атрибут). В якості атрибуту вибирається від-
повідна не термінальна позначка вершини дерева виводу, із якої ви-
водиться цей символ. При цьому атрибут записується окремо за 
дужками, якими виділяється входження. Отже, для наведеного на 
рис. 5.3 дерева виводу така система складників має вигляд 

( ) (( ) (( ) ( ) ) (( ) ) )S l a a b cα δ β α γ β σ=ɶ , 

де не термінальні символи , , , ,α β δ γ σ  – позначки, які відповідають 
входженням ( ) , ( ) , ( ) , (( ) ( ) )a a b a bα δ β δ β α  і так далі. 

Розглянемо приклад побудови системи складників для визначення 
структури речення: l =  «еліпс перетинає параболу». 

Нехай словник підструктури заданого речення граматичної струк-
тури мови складається з символів 3 3

, , , ,{ , , , , , , , }÷ î í ć î çe p r σ α α β γ , де 

через символ e позначено слово «еліпс», через – p позначено «пере-
тинає», слово «парабола» позначене символом r ; сигнатура – 

2 2{ , }→ =  і аксіоматика структури виводу цього речення наступна  

, ,

, ,

3

3

3
, ,

, , ;

;

, , ;

, , ;

;

;

ч о н

ж о з

ч о н

e еліпс p перетинає r параболу

речення

іменник чоловічий однина називний

іменник жіночий однина знахідний

групадієслова утретійособі
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
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
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
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(5.28)

тоді система складників ланцюжка l  запишеться так: 
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3 3
, , , ,(( ) (( ) ( ) ) )÷ î í ć î çe p rα γ α β σ   

або 
3 3

, , , ,(( ) (( ) ( ) ) )ч о н ж о зеліпс перетинає параболу реченняα γ α β . 

Від системами складників ( )C l  завжди можливо перейти до сис-

теми ( )C lɶ  і навпаки – систему складників ( )C lɶ  можливо записати як 
( )C l .  
Виходячи з того, що між цими системами складників існує взаєм-

нооднозначне відношення, будемо вважати їх еквівалентними 
( ) ~ ( )C l C lɶ . Частково відтворена за ланцюжком l  BC- структура є 

lBC - підструктурою структури ( )BC G . Отже за системами складо-
вих та відповідним їм деревами виводів (при заданому способі їх об-
ходу) ланцюжків BL - мови можна однозначно відтворити BC- 
формальну граматичну структуру, тобто ( )l

l

BC BC G=∪ . В свою чер-

гу об’єднання l
l

BC∪  відтворює структуру формальної BC- структу-

ри, що можливо пов’язати з системою утворюючих ланцюжків l  або 
повною системою lBC - підструктур, за допомогою яких  повністю 
відтворюється ( )BC G - структури. 

Твердження 5.10.. Визначення структури ланцюжка BL - мови за 
його виводом, схемою виводу, способом виводу, деревом виводу і 
системою складників еквівалентні в тому розумінні, що структура 
ланцюжка частково відтворює BC- граматичну структуру. 

5.6.3.  Завдання і вправи 

1. . Довести, що формальні мови ( )L G  є BL - мови, якщо: 

а)  0{ ; , }n m na b a n m∈ ∈ℕ ℕ ,  

б) 0{1 0 1 0 ; , }n m m n n m∈ ∈ℕ ℕ , 

в) { };n n na b a n+ + ∈ℕ , 

г) { }ln ( * ) ; ,m m kx y k m∈ℕ , 

д) 0{ ; , }n n m ma b a c n m∈ ∈ℕ ℕ , 
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е) {sin ( ) ; , }n m m nx y n m+ ∈ℕ , 

ж) { ; , }n k n ka b c d k n∈ℕ . 

2. Побудувати формальні структури типу 1 за класифікацією Хомсь-
кого на термінальному алфавіті { , , }A a b c=  якщо 

а) 2
0{ ; , , 0}n k na b c k n k n∈ + >ℕ , 

б) 2 2
0{ ; , }k k na c b k n∈ ∈ℕ ℕ , 

в) 2
0{ ; , , 0}k n n ka b c a k n k n∈ + >ℕ , 

г) 2 1
0{ ; , , }k n m na b c b k n m+ ∈ℕ , 

д) 1
0{ ; }n n na c b n+ ∈ℕ . 

3.  Записати аксіоматику формальної структури у вигляді нормальної 
форми Бекуса – Наура для наступних мов: 

а) поштовий індекс, 
б) поштова адреса, 
в) дійсне число з фіксованою крапкою для мови C , 
г) дійсне число з плаваючою крапкою для мови C , 
д) дійсне число без знаку, яке припускається в мові C . 

4. Чи можливо побудувати BC- структуру еквівалентну до формальної 
структури граматики з системою продукцій (σ – початок): 

{ }, , , ,aab a ba a a a b aσ γ γ σ σα α α γα γ→ → → → → ? 

Якщо можливо, то побудувати таку структуру.  
5. Для правильних ланцюжків l , мов задачі 1, довжина яких 7l ≥ , по-

будувати схеми виводів, спосіб виводів, дерева виводів, системи склад-
ників. 
6. Виконати завдання вправи 5 для мов завдання 2. 
7. Для ланцюжків: ( ) *sinx y x+ , 2 * xy e , * ln( )x y xy− , 
( cos ) : ( 1)tgx y z− +  побудованих на термінальному алфавітові 

{ , , ,sin, , ln, ,cos, ,1,2, , ,*,:, (,)}A x y z tg e= + − , вказати пари входжень, 
котрі перекриваються, покриваються, не перекриваються. 
8. Для ланцюжків вправи 7 побудувати системи складників ( )C l . 
9. Для відомих «ключових слів» мови програмування C , як іденти-
фікаторів побудувати системи складників. 



175 
 

10.  Нехай ланцюжок x побудований на термінальному алфавіті 

1{ } n
i iA a == . Для мови ( )L G  відтворити BC- структуру, і для довільних 

ланцюжків ( )jl L G∈  їх дерева виводів та системи ( )jC l , якщо  

{ }( ) ; ( ), ,L G xx x A x xx x xε′ ′ ′= ∈ ≠ = ⊗F ; де ⊗  – операція конкатена-

ції, x′– ланцюжок, транспонований до ланцюжка x.  
11. Нехай ( ) { , , , , (,)} { , , , , }, ,C G a σ β δ ν η= ∧ ∨ ¬ Σ Λ∪  формальна 

структура логіки висловлювань відносно a , для структури якої аксі-
оматика 

, ;

, , , ;

, , , ;

, ;

( );

.

аксіоми приорітету

a аксіомавиводу

σ β σ δ
β δ β δ β δ β δ β δ
β ν β ν β δ ν δ ν δ
ν η ν η
η σ
η

→ → −
 → → ∧ → → ∨
 → → ∧ → → ∨Λ =  → → ¬
 →


→ −  

Яка мова логіки висловлювань породжується цією структурою і 
якого типу? 

Довести, що структура неоднозначна. Виділити однозначну підст-
руктуру у структурі ( )C G , котра породжує ту ж саму мову.  
12. Дослідити структуру ( )C G  на однозначність, якщо  

{ , , , },{ , , , }, ,

{ , , ,

, , }

якщо тоді інакше Б

G інакше

якщоБ тоді Б

σ ς ξ α σ
σ ς σ ς α ς ξα

ξ α σ α
= → → →

→ → →
 

Мова якого типу породжується за цією структурою?  Побудувати 
дерево виводу для вибраного ланцюжка цієї мови.  
13. Для ланцюжків 2 2 2 3 2, ,a ba a ba a ba виведених у структурі ( )C G   

граматики { , },{ , }, ,{ , , , }G a b a a a a b= → → → →α σ σ σ α α α α α α  

визначити: 
а) вивід ланцюжка,  
б) довжину виводу,  
в) схему виводу,  
г) спосіб виводу,  
д) дерево виводу,  
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е) підструктуру, в якій виводиться ланцюжок 2a ba;  
ж) системи складників ( )C l  і ( )C lɶ . 

14. За наведеним виводом ланцюжка l abcbacabbaa=  

( ) ( , , , , , , )W l ab b ab a b ab ba b abcba b abcbacabb lσ α β β α β σ α β α β β= : 

а) відтворити повну формальну структуру, 
б) визначити тип відтвореної структури, 
в) записати спосіб проведення виводу, 
г) побудувати системи складових ( )C l  і ( )C lɶ . 

15. Спираючись на аксіоматику (5.27) побудувати розмічену систему 
складових ( )C lɶ  для наступного тексту «Гіперповерхня проектуєть-
ся на простір. Проекція відображається у пряму. Пряма трансфор-
мується у точку».  

16. Для повних структур з аксіоматиками 

1

,x

x

α
α α

→
Λ =  →

;   2

,x

x

α
α α

→
Λ =  →

  і   3

,x

x x

α
α α

→
Λ =  →

 

а) визначити тип еквівалентності структур, 
б) визначити способи виводу, 
в) побудувати дерева виводів, 
г) побудувати системи звичайних і розмічених складників. 

5.7.  Контекстно-вільні граматики і їх структури 

Контекстно-вільні граматики завдяки їх застосуванню у різних ас-
пектах програмної інженерії, зокрема мовах програмування, теоріях 
синтаксичного розбору, побудови трансляторів та ін. набули більшо-
го поширення і розвитку. Цим граматикам присвячено великий 
спектр літературних джерел (див., наприклад, [1 – 4, 9 – 12, 14, 16]). 

5.7.1.  Класи і моделі на VC- структурах 

Нагадаємо, що за класифікацією Хомського контекстно-вільні 
граматики і відповідні ним VC- структури мають продукції типу 

; , ( )x N x Vα α→ ∈ ∈F . Таким чином VC- структура є частковим ви-
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падком BC- структури, продукції аксіоматики якої мають порожнє 
контекстне супроводження. Контекстно-вільні структури породжу-
ють контекстно-вільні VL- мови. Так формальна мова 

0{ ; , }n k na b c n k∈ ∈ℕ ℕ  є VL- мовою, дійсно вона породжується VC- 
структурою з аксіоматикою: 

:

,

;

,

,

,

:

,

,

.

аксіоми початку

a c

ac аксіомавиводу

a c

b

b

аксіомививоду

ac

b

b

σ α
σ
α α
α β
β β

α
α
β


 →
 → −
 →
 →Λ =  →



→
 →


→

 (5.29)

Класи контекстно-вільних граматик і їх структур досить гарно 
прилаштовані до опису конструкцій штучних мов програмування. От 
як це зроблено для мови типу АЛГОЛ американським математиком 
Бекусом за допомогою так званих нормальних форм Бекуса – Наура. 
Нормальна форма задається словником, який складається з терміна-
льних символів: букв, цифр, знаків операцій, роздільників, дужок, 
ключових слів ( , , ,if for real procedureтощо) та не терміналів (мета-
змінних), один з яких визначений як початковий символ і множиною 
продукцій у вигляді металінгвистичних формул. Металінгвістичні 
формули будуються на словникові за допомогою металінгвістичних 
зв'язок: (:: )=  – «рівне за визначенням» , (|) – «або», причому мета-
змінні у формулах позначають кутовими дужками ( , ). Наведемо де-
які приклади таких формул, з майже 150 металінгвістичних формул 
граматики мови типу АЛГОЛ: 

1. :: | | | ... | | ...буква a b c z〈 〉 = , де символ ( )…  застосовано для ско-
рочення запису. 

2. :: 0 |1| ... | 9цифра〈 〉 = . 
3. :: |цілебез знаку цифра цілебез знаку цифра〈 〉 = 〈 〉 〈 〉 〈 〉 . 
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4. 
::

| |

ідентіфікатор

буква ідентіфікатор буква ідентіфікатор цифра

〈 〉 =
〈 〉 〈 〉 〈 〉 〈 〉 〈 〉

. 

5. ::змінна ідентифікатор〈 〉 = 〈 〉 і так далі.  
До речі, в багатьох граматиках мов програмування системи про-

дукцій представляються у нормальній формі Бекуса – Наура. 

5.7.2.  Граматична структура мов програмування на основі 
систем рівнянь 

В програмуванні формульне моделювання мовних конструкцій 
дозволяє виконувати алгебраїчні перетворення програм [16]. Розгля-
немо один із підходів заснований на системі рівнянь. На представ-
лення продукцій у нормальній формі Бекуса – Наура практично 
одночасно звернули увагу дослідники Л. Ханес з Массачусетського 
технологічного інституту та В. Редько з Київського інституту кібер-
нетики і запропонували абстрактну математичну модель мови типу 
АЛГОЛ у вигляді системи рівнянь. 

Наведені у пункті 5.7.1 металінгвістичні формули визначають 
множини: букв – B , цифр – C , ідентифікаторів – I , цілих без знаку – 
D , змінних – Z , замінивши символи зв'язок (:: )= , (|) на звичайні ма-
тематичні символи відповідно ( )=  і ∪ , отримаємо математичну мо-
дель метазмінних у вигляді формул – рівнянь: 

1( , )D C DC f C D= =∪ , 2( , , )I B IB IC f B I C= =∪ ∪ , 

 3( )Z I f I= = .
(5.30)

Операції множення і об’єднання над множинами, які застосову-
ються у формулах мають відомі властивості, тому за цими властивос-
тями можуть бути виконані перетворення формул, наприклад, 
формулу 1) можливо переписати як D DC C= ∪ . 

Розглянемо узагальнений процес побудови граматичної структури 

VC  на системі рівнянь типу (5.30). 
Нехай задана повна VC- граматична структура ( ) , ,C G V= 〈 Σ Λ〉  з 

не термінальним алфавітом 1 2{ , ,..., }kN α α α=  і 2{ }Σ = → , для аксіо-
матики якої продукції мають вигляд 

: ; 1,2, ,i i i j ip x j mα → ∈ Λ = … . (5.31)
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Розширимо сигнатуру Σ  додавши до неї дві бінарні операції: 2(: )=  

– «присвоєння» і 2( )∪  – «об’єднання» і виключимо з неї операцію 
2{ }→ , отже отримаємо 2 2

1 {: , }Σ = = ∪ .  
У аксіоматику VΛ  включимо формули  

1 2: ( , , , ), 1,2, ,i i kf i kα α α α= =… … , (5.32)

які об’єднують продукції (5.31) по індексу j , тобто 

1 2( , , , )
i

i k i j
j m

f xα α α
≤

=… ∪ , серед формул (5.32) за аксіоми початку при-

ймемо ті, що відповідають продукціям аксіом початку аксіоматики Λ  
і також включимо до аксіоматики VΛ  властивості комутативності та 
асоціативності операції об’єднання. Слід звернути увагу на те, що 
побудована аксіоматика на формулах (5.32) не обчислює (породжує) 
взагалі формальну мову з двох причин: формули (5.32) побудовані на 
вільних змінних iα  і аксіоматика не містить правил «обчислень» за 
цими формулами (операція заміщення тут відсутня). Тому у сигнату-
ру включимо ще одну k - місцину операцію рекурсивної суперпозиції 

k
fS , таким чином, що 1 { }kV fSΣ = Σ ∪  і аксіоматику VΛ  доповнимо 

правилами відносно цієї операції 

( )
( )

1
1 2

1 1 2 2 1 2 1 2

, ,

( , , , ), ( , , , ), , ( , , , )

i

n k
i f k

n n n n n n n n n
i k k k k

S f f f

f f f f

α

α α α α α α α α α

+ = =

=

…

… … … …
, (5.33)

за якими розв’язання системи рівнянь починається з присвоєння ві-
льним змінним порожнього значення, тобто 0 ; , 1,2, ,i A i kα ο ο= ∈ = …  
(нагадаємо, що порожній символ Aο ∈  – термінальний алфавіт).  

Отже нам вдалося на заданій формальній граматичній структурі 
побудувати структуру з системою рівнянь (5.32), очевидно, і навпаки 
за структурою VC , відтворити граматичну структуру ( )C G , тобто між 
залежностями (5.30) і (5.31) існує взаємно однозначне відношення 
відтворення структуру ( )C G . 

Наприклад, аксіоматика (5.29) граматичної структури ( )C G ( )C G  
перетворюється у наступну систему рівнянь (5.32): 
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1

2

3

: ( , , ) ,

: ( , , , , ) ,

: ( , ) .

f a c a c ac аксіоми початку

f a b c a c b ac b

f b b b

σ α α
α α β α β
β β β

= = −
 = =
 = =

∪

∪ ∪ ∪

∪

. (5.34)

Розглянемо питання еквівалентності структур ( )C G  і VC , тобто чи 
породжують вони одну і ту ж формальну мову. Для цього спочатку 
необхідно з’ясувати, як будується мова у формальній структурі VC . 
Розглянемо розгорнуту схему алгоритму обчислень за правилом опе-
рації суперпозиції (5.33): 
1) задамо вектор порожніх значень розміру k , ( , , , )ο ο ο…  та вільним 

змінним iα  надамо значення цього порожнього вектора 0
ia ο= , в ре-

зультаті отримаємо вектор 0 0 0 0
1 2( , , , )kα α α α= … ;  

2) надамо вільним змінним iα  значення 0
iα  і знайдемо значення фун-

кцій if  при 0
i iα α=  так, що 0 0 0 1

1 2( , , , )i k if α α α α=… , отже отримаємо но-

вий вектор значень вільних змінних 1 1 1 1
1 2( , , , )kα α α α= … ; 

3) повторюючи виконання дій за пунктом 2) для вектора значень 1α  
отримаємо новий вектор  значень 2 2 2 2

1 2( , , , )kα α α α= …  і далі продов-

жуючи цей процес отримаємо на j - му кроці 1 2( , , , )j j j j
kα α α α= … . 

Визначення 5.21. Вектор 1 2( , , , )kα α α α∞ ∞ ∞ ∞= … , де 

1

; 1,2, ,j
i i

j

i kα α
∞

∞

=

= = …∪  називається розв’язком системи рівнянь 

(5.32).  
Розв’язок системи рівнянь структури VC  утворює мову породжену 

цією структурою. 
Для системи рівнянь (5.34) структури VC  за вище наведеною схе-

мою послідовно отримаємо вектори:  

− 0 0 0( , , )α β σ , де  
0

2: ( , , , , ) { } { }f a b c ac bα ο ο= = ∪ ,  
0

3: ( , )f b bβ ο= = ,  
0

1: ( , , )f a c acσ ο= = ; 

−  1 1 1( , , )α β σ , де  
1 0 0 2 2

2: ( , , , , ) { , , , , }f a b c b bb ac abc a cα α β= = ,  
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1 0
3: ( , ) { , }f b b bbβ β= = ,  

1 0 2 2
1: ( , , ) { , , }f a c ac a c abcσ α= = ; 

−  2 2 2( , , )α β σ , де 
2 1 1

2: ( , , , , ) { , , , ; 1,2,3, 1,2}k k k n n nf a b c b a c a bc ab c k nα α β= = = = ,
2 1 2 3

3: ( , ) { , , }f b b b bβ β= = ,  
2 1

1: ( , , ) { ; 1,2,3, 0,1,2}n k nf a c a b c n kσ α= = = = ; 

⋯ 

− ( , , )α β σ∞ ∞ ∞ , де 0: { ; , }n k na b c n kσ ∞ = ∈ ∈N N . 
Отже структура VC  з системою рівнянь (5.34) відтворює формаль-

ну мову 0{ ; , }n k na b c n k∈ ∈ℕ ℕ . 

5.8. Лінійні граматичні структури 

Найпростішими за правилами підстановок є лінійні граматики, які 
породжують найбідніший за потужністю клас відповідних мов. Лі-
нійні граматики є частковим випадком контекстно-вільних граматик. 

5.8.1.  Типи лінійних граматик 

Продовжимо розгляд обмежень, які накладаються на систему про-
дукцій аксіоматики граматичної структури VC. 

Продукцію ip  аксіоматики Λ  структури ( )C G  назвемо лінійною, 
якщо :ip xα →  або :ip u yα β→ , де , Nα β ∈ ; , , ( )x u y A∈F , причому 
може бути u = ε  або y = ε . VC– структура називається лінійною стру-
ктурою, якщо кожна продукція її аксіоматики лінійна. Клас лінійних 
граматичних структур позначимо лVC . Звичайно, що лVC VC⊂  Відпо-
відна мова, яка породжується лінійною структурою називається ліній-
ною. Наприклад, граматична структура з аксіоматикою 

1

2

3

: , ;

: ;

: ;

p a b аксіомапочатку

p a b

p ab

α β
β β
β

→ −
Λ = →
 →  
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є лінійною але структура, для якої  

1

1 2

3

4

:

: ,

: ;

: ;

: ;

аксіоми початку

p

p ab

p a

p b

α βαγ
α
β
γ


 →Λ = →
 →


→  

нелінійна, тому що продукція 1p  не є лінійною. Хоча ці дві структури 

граматик породжують одну і ту ж мову ( ) { ; 2,3, }n nL A a b n= ≥ … . 
В класі лінійних граматичних структур ëKC  можна виділити під-

класи праволінійних лпVC  і ліволінійних структур ллVC , таких що їх 
продукції задовольняють умовам: 

;

; , , , ( );i

x
p

y N x y A

α β
α α β

→
=  → ∈ ∈ F

– для праволінійних структур, 

;

; , , , ( );i

x
p

y N x y A

α β
α α β

→
=  → ∈ ∈ F

 – для ліволінійних структур. 

(5.35)

Прикладами праволінійних і ліволінійних  структур є структури 
граматик з відповідними аксіоматиками  

:

,

;
п

аксіоми початку

a

b

σ σ
σ


Λ = →
 →  і 

:

,

;

;

.

л

аксіоми початку

b

b

a

a

σ α
σ
α α
α


 →Λ = →
 →


→

 

Нескладно бачити, що ці структури граматик породжують однако-
ву мову 0( ) { ; }kL A a b k= ∈ℕ , тобто вони еквівалентні. Виникає пи-
тання відносно еквівалентності будь яких праволінійних і 
ліволінійних структур. 

Лема 5.3. Мова { ; , , ( )}nxy n x y A∈ ∈N F  – праволінійна. 
⊳ Структура граматики, яка породжує цю мову повинна бути за-

дана аксіоматикою з праволінійними продукціями, наприклад, такою:  
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, ;

;

.
п

x аксіомапочатку

y

y

σ α
α α
α

→
Λ = →
 →

 ⊲  

Наслідок 5.3. Будь яка мова типу  

1 2
1 1 2 2{ ; , , ( ), 1, }nkk k

n n i i iu v u v u v k u v A i n∈ ∈ =⋯ N F  (5.36)

– праволінійна тому, що її можна розбити на блоки ( )ik
i iu v , котрі по-

роджуються структурою граматики за лемою 5.3 і зв'язок суміжних 
блоків виконати за допомогою продукції 1i i ivα α +→ . Тобто фрагмен-
том аксіоматики праволінійної структури буде  

1

1

;

;

;

i i i

i i i

i i i

u

v

v

α α
α α
α α

−

+

→
 →
 →

. 

Таким чином, надавши індексові i  пробігати значення від 1 до n 
та прийнявши продукцію 0 1 1uα α→  за аксіому початку і продукцію 

1n nvα + →  за аксіому тупікового виводу отримаємо аксіоматику струк-
тури, яка породжує мову (5.36). 

Теорема 5.7. Кожна праволінійна мова типу (5.36) також є ліволі-
нійною.  
⊳ Виходячи з наслідку 5.2 для мови (5.36) достатньо виконати пе-

ретворення продукцій аксіоматики леми 5.3 до еквівалентної ліволі-
нійної структури  

, ;

;

.
л

y аксіомапочатку

y

x

σ α
α α
α

→
Λ = →
 →

 ⊲  

Так як за теоремою 5.7 відповідні структури з класів лпVC  і ллVC  
еквівалентні, тому будемо розглядати в подальшому клас праволіній-
них структур. У класі лпVC  виділимо підклас граматичних структур, 
для яких на продукції (5.35) накладено умови: | | 1x =  і | | 1y = . Грама-
тичні структури цього підкласу називаються автоматними і познача-
ються AC .  
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Розглянуті лінійні граматичні структури утворюють ланцюг за 
включенням лп лAC VC VC VC⊂ ⊂ ⊂ . 

5.8.2.  Автоматні граматичні структури 

Автоматні граматики відіграють важливу роль у формалізації ал-
горитмів, формальному представлені структур даних, граматиках мов 
програмування, тощо.  

Наприклад, розглянемо формалізацію типу даних «ціле без знаку». 
Нехай метамовний вираз «ціле без знаку» є не термінал σ  і вираз 
«число» є – α , тоді тип «ціле без знаку» визначається структурою 
автоматної граматики із аксіоматикою: 

:

,

;

0 |1| | 9, .

аксіоми початку

аксіомавиводу

σ α
σ ασ
α


 →Λ =  →
 = ⋯  

Структура граматики «ціле без знаку» породжує будь які числові 
ланцюжки довжини 1, 2,… 

Автоматну граматичну структуру можна пов’язати з не детерміно-
ваним автоматом (див. п. 4.2.2). В цьому випадку будемо казати, що 
автомат A  ініційований граматикою G  або її структурою ( )C G . Не-

хай завдані граматична структура 2,{ },AC V= → Λ  і автомат 

0 1, , , ,A Z Z Z ϕ=A  встановимо між ними відношення за схемою: 

а) термінальний алфавіт словника V  структури приймемо за вхі-
дний алфавіт A автомату; 
б) не термінальний алфавіт словника V  граматичної структури 
приймемо за множину станів Z  автомату; 
в) множині початкових станів 0Z  автомату будуть відповідати не 
термінали лівих частин продукцій аксіом початку автоматної 
структури; 
г) за множину заключних станів 1Z  автомату приймаються не те-
рмінали аксіом виводу граматичної структури; 
д) продукціям :i i i ip bα β→  аксіоматики структури ставиться у 

однозначну відповідність бінарне відношення, яке буде визначати 
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функцію переходів : ib
i i→ϕ α β , наприклад, у вигляді орієнтованої 

навантаженої символом ib  дуги графу переходів. 
Наведенні правила зв’язку між автоматною граматичною структу-

рою і не детермінованим автоматом є однозначними і тому конкретні 
структури граматик породжують ті ж мови, котрі проводять ініційо-
вані автомати, тобто ( ) ( )AL G L= A . 

Приклад 5.3. Нехай завдана автоматна граматика  

{ , , },{ , , , },{ , },G a b c α β γ σ γ σ=  

 { , , 4 , , 4, }c a b c c aγ α σ α α β β β β β→ → → → → → ,
(5.37)

побудуємо відповідний їй не детермінований автомат. 
⊳Аналіз граматики і зокрема тупікових виводів дає можливість 

визначити множину станів автомату { , , , , , }Z α β γ σ δ λ= , з якихγ  та 
σ  є початкові і δ  та λ  заключні стани. Отже, формально маємо ав-
томат { , , },{ , , , , , },{ , },{ , },a b c= α β γ σ δ λ γ σ δ λ ϕA  з графічним пред-

ставленням функції переходів.  

Рис. 5.4. Граф переходів автомату, який відповідає граматиці 
(5.37) 

Наведений на рис. 5.4 граф переходів можна спростити за допомо-
гою правил виключення на графах (див. розд. 3), ввівши один почат-
ковий σ  і один заключний δ  стани (рис. 5.5). 

Рис. 5.5. Спрощений граф графу рис. 5.4 
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Автомат, граф переходів якого зображено на рис. 5.5, відповідає 
структурі граматики з аксіоматикою  

:

,

;

; ;

; .

аксіоми початку

c

a

b c

c a

σ α
σ α
α β β
β β β


 →Λ = →
 → →


→ →  

Граматична структура з наведеною аксіоматикою породжує складну 
мову 

{ }0{ } { } { } { }; , , ,n k m sabc abc a cbc cbc a n k m s∈∪ ∪ ∪ N . (5.38)

Можна перевірити, що ця ж мова проводиться побудованим авто-
матом. ⊲  

Зрозуміло, що автоматній граматиці та її структурі може відпові-
дати ініційований і детермінований автомат (див. п. 4.2.3). Мови, які 
проводяться детермінованим автоматом називаються регулярними. 
Клас регулярних мов позначимо RL. З’ясуємо, як співвідносяться 
клас регулярних мов RL і клас автоматних мов AL . З цього приводу 
існує теорема [3, 16]. 

Теорема 5.8. Класи мов AL  і RL співпадають. 
⊳ Доведення теореми конструктивно просте. Нехай довільна ав-

томатна мова iL AL∈ , тоді існує структура ( )iC G , за якою породжу-
ється мова iL . Структурі ( )iC G  поставимо у відповідність 
ініційований автомат iA , який проводить мову iL . За теоремою 4.1 
для автомату iA  існує йому функціонально еквівалентний детерміно-
ваний автомат, тобто мова iL  регулярна і iL RL∈ . Отже, маємо вклю-
чення AL RL⊆ . Аналогічно доводиться включення RL AL⊆ . Таким 
чином за отриманими включеннями AL RL= . ⊲  

Наведемо деякі рекомендації, якими слід користуватися при при-
ведені недетермінованих автоматів до еквівалентних детермінованих 
автоматів. 
При наявності у недетермінованому автоматі декількох початкових 
станів їх слід об’єднати в один, для цього можна скористатися прави-
лами виключення альтернативних дуг на графові переходів (див. роз-
діл 3).  



187 
 

а) Якщо в графі переходів існує хоча б одна вершина kα , з 
якої виходить менша кількість дуг, ніж розмір вхідного ал-
фавіту автомату, тоді необхідно ввести тупикову вершину 
ω  і з’єднати кортеж ( , )kα ω  паралельними дугами, позна-
чивши їх символами, яких не немає серед символів вхідно-
го алфавіту. 

б) Нехай в графові переходів є вершина, з якої виходять біль-
ше, ніж одна дуга з однаковими позначками. Якщо одна з 
дуг є петля, тоді її необхідно перенести на суміжну по дузі 
вершину з тією ж позначкою, або в іншому випадку зоста-
вити петлю та перенести вихідні лінійні дуги в проміжні 
додаткові вершини (з новими позначками). При необхідно-
сті слід з’єднати вершину з петлею і нові вершини з’єднати 
порожніми дугами. 

Скористуємося цими рекомендаціями у розглянутому прикладі 5.3. 
Приклад 5.4. Доведемо, що мова (5.38) є регулярною.  
⊳У прикладі 5.3 показано, що мова (5.38) проводиться не детер-

мінованим автоматом з графом переходів представленим на рис. 5.4. 
Початкові стани цього автомату зводяться до одного, як показано на 
рис. 5.5. З вершини β  цього графу переходів виходе дуга і петля з 
однаковою позначкою c тому, за рекомендацією 3 зоставимо петлю 
на вершині β . На шляху від вершини β  до заключної вершини δ  
введемо допоміжною вершинуϕ   та навантажимо дугу ( , )β ϕ  порож-
нім символом ε  і з’єднаємо вершину ϕ  з заключною – δ  дугами з 
позначками  a  і c. 

Рис. 5.6. Детермінований граф переходів 

Крім того введемо тупикову вершину ψ , на яку, за рекомендацією 
2, «скинемо» необхідні дуги, щоб автомат став детермінованим. Та-
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ким чином отримаємо граф переходів (рис. 5.6) детермінованого ав-
томату. Для спрощеного представлення графу на рис. 5.6 введені по-
значки дуг типу ( , ,a b c), що відповідає трьом дугам, які з’єднують ті 
ж самі вершини з відповідними позначками. Цьому детермінованому 
автоматові відповідає граматична структура з аксіоматикою: 

: , ;

, , ;

: , .

аксіоми початку a c

b c

аксіоми виводу a с

σ α σ α
α β β β β ϕ

ϕ ϕ

→ →
Λ = → → →
 → → ⊲ 

Наведеними класами породжуючої граматичної структури не ви-
черпується все різноманіття породжуючих класів. Досить широкий 
спектр породжуючих предметних граматик наведено в інженерному 
довідникові [12]. 

Існують також інші класи як детермінованих так і не детермінова-
них чітких і розмитих граматик.  

5.9.  Підсумковий коментар 

В цьому розділі досить детально розглянуті поняття формальних 
породжуючих граматик Хомського і конструктивних граматичних 
структур як основ будови мов програмування, теорії трансляторів та 
іншого. Граматичні структури взагалі не задають алгоритми, тому, 
що граматичні правила альтернативні і при відповідних умовах може 
бути застосовано те чи інше альтернативне правило. Без альтернати-
вним є початкове правило (аксіома початку виводу об’єктів мови). 

Слід зауважити, що граматична структура є зовнішньою по від-
ношенню до породженої нею мови, в тому розумінні, що ця ж мова 
може бути породжена і в іншій структурі. Виходячи з цього запропо-
нована схема алгоритму для відтворення граматичної структури за 
утворюючими зразками мови. 

При завданні штучної мови скінченим чином синтаксичних про-
дукцій (сучасні мови програмування мають сотні синтаксичних пра-
вил формування їх фрагментів), деякі необхідні для неї об’єкти 
відсутні , наприклад, елементи метамови, абстрактні семантичні кате-
горії операторів, структур даних тощо. Введення таких абстрактних 
категорій зручно робити в предметних конструктивних структурах 
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запропонованих у розділі. Раніше було показано, що граматичні пра-
вила мов програмування можна задавати синтаксичними діаграмами, 
у цьому розділі запропонована конструктивна граматична структура з 
нотаціями Бекуса – Наура. За цією структурою можна проводити мо-
делювання штучних граматик, використовуючи апарат систем сим-
вольних рівнянь. 

Класично, в граматичних правилах застосовується одна операція 
послідовної підстановки. Але розвиток граматик і граматичних стру-
ктур дозволив збільшити їх мовну потужність, завдяки ускладненню 
застосування правил підстановки. 

Розглянуті граматики і їх конструктивні структури є лише всту-
пом до будівлі граматичних конструкцій. Зараз складно перелічити 
всі аспекти граматик, назвемо деякі з них: програмні, графічні, атри-
бутивні, гібридні та інші [2, 6, 8, 10 – 12, 15, 19, 20]. 

Література до розділу 5 

1. Алферова З. В. Теория алгоритмов. – М. Статистика, 1973. – 164 с. 
2. Ахо А. Индексные грамматики – расширение контекстно-
свободных грамматик. // Языки и автоматы. – М.: Мир, – 1975. – 
С. 130-165. 
3. Гинзбург С. Математическая теория контекстно-свободных языков. 
М.: Мир, 1970. – 328 с. 
4. Гладкий А. В. Формальные грамматики и языки. М.: Наука, 1973. – 
368 с. 
5. Енциклопедія кібернетики, том 1. – К.: Головна редакція УРЕ, 
1973. – 584 с. 
6. Ільман В. М., Скалозуб В. В. Інтервальні об’єкти та їх граматичні 
структури // Вісник Дніпропетровського національного університету 
імені академіка В. Лазаряна. –2010 – вип. 29. – C. 131-144. 
7. Ільман В. М., Шинкаренко В. І. Структурний підхід до проблеми 
відтворення граматик // Проблемы программирования. –2007 – № 1. – 
C. 5-16. 
8. Лисовик Л. П., Карнаух Т. А. Об одном методе задания фракталь-
ных множеств // Кибернетика и системный анализ. – 2009 – №3. – C. 
42-49. 



190 
 

9. Рейуорд-Смит В. Дж. Теория формальных языков. Вводный курс. 
– М.: Радио и связь, 1988. – 128 с. 
10. Розенкранц Д. Программные грамматики и классы формальных 
языков. // Сборник переводов по вопросам информационной теории и 
практики, ВИНИТИ, – 1970. – № 16. – С. 117 – 146. 
11. Саломаа А. Жемчужины теории формальных языков. – М.: Мир, – 
1986. – 159 с. 
12. Фу К. Структурные методы распознавания образов. – М.: Мир, – 
1977. – 318 с. 
13. Хомский Н. в кн.: Новое в лингвистике, 1962, вып. 2. С. 412 – 527. 
14. Хопкрофт Дж. Е., Ульман Дж. Д. Формальные языки и автоматы. 
– М.: Мир, 1982. – 346 с. 
15. Lindenmayer A. Mathematical models for cellular interaction in 
development. Parts I and II. // Journal of Theoretical Biology. – 1968. – 
V. 18. – C. 280 – 315. 
16. Глушков В. М., Цейтлин Г. Е., Ющенко Е. Л. Алгебра. Языки. 
Программирование. – К.: Наукова думка, 1989. – 376 с. 
17. Кон П. М. Универсальная алгебра. – М.: Мир, 1986. – 359 с. 
18. Яблонский С. И., Гаврилов Г. П., Кудрявцев В. Б. Функции алгебры 
логики и классы Поста. – М.: Наука, 1966. – 120 с. 
19. Шинкаренко В. И., Ильман В. М. Конструктивно-продукционные 
структуры и их грамматические интерпретации. І Обобщенная фор-
мальная конструктивно-продукционная структура. // Кибернетика и 
системный анализ. – 2014. – Том 50, № 5. – С. 8-16. 
20. Шинкаренко В. И., Ильман В. М. Конструктивно-продукционные 
структуры и их грамматические интерпретации. ІІ Уточняющие пре-
образования. // Кибернетика и системный анализ. – 2014. – Том 50, 
№ 6. – С. 15-28. 
 



191 
 

Розділ 6.  
Методи формальних описів та аналізу 
протоколів. Адміністративне управління 
інформаційно-обчислювальними мережами 

6.1.  Мета розділу 

Важливість протокольних узгоджень була усвідомлена на ранніх 
етапах розвитку розподілених систем. Спочатку описання таких угод 
(специфікації) носили неформальний (словесний) характер. Подібні 
описання вносили ілюзію простоти при вирішенні виникаючих про-
блем. Однак, практика швидко переконала розробників у зворотному: 
суб'єктивна природа сприйняття словесних описань не дозволяє узго-
дити стандарти, що розробляються; ці тексти носять неоднозначний 
характер, не мають повноти, не мають формальної основи для аналі-
зу; і вони призводять до несумісності дорогих програмно-технічних 
виробів і не можуть служити довгостроковою основою для розвитку 
складних розподілених систем. 

Проблема вирішується шляхом застосування методів формально-
го опису (МФО) протоколів і сервісів, які повно і однозначно визна-
чають всі аспекти взаємодії. На жаль, не вдалося виробити 
загальновизнані МФО. Причинами цього є наступне: 

– складність, яка викликана громіздкою структурою  протоколь-
них об'єктів і комбінаторної складності завдань взаємодії; 

– велика різноманітність протоколів – від простих стартстопних 
протоколів передачі даних до складних протоколів баз даних; 

– певні аспекти протоколів важко піддається описанню, напри-
клад адресації, мультиплексування, управління потоком; 

– суперечності між вимогами та описами загальних стандартів, а 
також описами для реалізації в конкретному програмно-
апаратному оточенні. 

Враховуючи ці фактори, слід визнати, що, найближчим часом іс-
нуюче різноманіття МФО буде збережено. 
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Перед тим, як описувати протоколи, необхідно розглянути, що са-
ме треба описувати. Відправною точкою при описі протоколів слу-
жить багаторівневий характер протокольних архітектур. При 
проектуванні таких архітектур важливо визначити сервіси, які вико-
ристовуються, надаються кожним з протокольних рівнів. При визна-
ченні сервісу внутрішня природа і структура рівня неістотні 
(концепція "чорної скрині"), а увага концентрується на так званій 
"спостережній" поведінці рівня в термінах вхідних і вихідних подій, 
що відбуваються на його межі (рис. 6.1). Оскільки сервіс за своєю 
природою є розподіленим, то методи його опису повинні визначати 
не тільки події, що відбуваються в кожній точці доступу до цього 
сервісу, але і зв'язок між подіями різних точок доступу. Специфікація 
сервісу відіграє дуже важливу роль в силу того, що дозволяє вироби-
ти формальні вимоги до проектованих протоколів, виконати аналіз 
протоколів на узгодженість з цими вимогами і служити еталоном для 
протоколів, що проектуються. 

Рис. 6.1. Зовнішнє відображення поведінки протокольного 
рівня 

Після формальної специфікації вимог, що висуваються до прото-
колу у вигляді сервісу, необхідно більш детально розглянути спосіб 
виконання цих вимог. Для цього визначаються внутрішня структура 
протокольного рівня та функції, що ним виконуються. Як правило, 
протокольний рівень складається з набору протокольних об'єктів, які 
взаємодіють між собою для узгодження дій. Зробивши опис цих об'-
єктів, можна повністю визначити протокол. Внутрішня структура 
протокольного рівня представлена на рис.  6.2. З цього рисунка вид-
но, що взаємодії об'єктів виконуються за запитами користувачів у 
відповідності з протоколом за допомогою сервісу розташованих ниж-
че рівнів. Тому описи об'єктів повинні містити не тільки "протоколь-
ні" взаємодії об'єктів одного рівня, але і сервісні взаємодії з об'єктами 
суміжних рівнів [16] .  

Можна виділити два типи формальних специфікацій: специфіка-
цію сервісів, які представляються протокольним рівнем, і специфіка-
цію поведінки протокольних об'єктів у процесі подання сервісів. 

 

Протокольний рівень 
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Рис. 6.2. Внутрішня структура протокольного рівня 

Незважаючи на різницю цих двох типів специфікацій, до методів їх 
опису в ISO були вироблені єдині вимоги. МФО повинні забезпечувати: 

– несуперечливу, ясну і точну специфікацію; 
– основу для визначення повноти представлення протоколів і сер-
вісів, що описуються; 

– основу для аналізу протоколів і сервісів відносно коректності, 
ефективності і т.д .; 

– засоби для верифікації того, що протоколи і сервіси відповіда-
ють вимогам архітектури, що розробляється; 

– базу для визначення узгодженості стандартів один з одним; 
– засоби для визначення відповідності реалізацій протоколів ста-
ндартам. 

Перш ніж перейти до опису конкретних МФО, необхідно розгля-
нути формальні моделі, що лежать в основі цих методів і дозволяють 
виконати перераховані вище вимоги. 

6.2.  Моделі для формального описання протоколів 

Для успішного вирішення завдання специфікації необхідно вибра-
ти адекватну модель, що лежить в основі МФО і дозволяє задоволь-
нити висунуті до них вимоги. Численні моделі, що використовуються  
для специфікації протоколів і сервісів, можна класифікувати за різ-
ними ознаками. Розглянемо дві групи: автоматних моделей та моде-
лей послідовностей. 

 

                                      
 

Об’єкт 1 Об’єкт 2 

Сервіс нижніх рівнів 

Протокол 

Вимоги користувачів Вимоги користувачів 
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Автоматні моделі розглядають внутрішній стан об'єкта специфі-
кації та описують всі можливі зміни цього стану при дії на об'єкт. До 
моделей цього виду відносяться: 

–  традиційні (синхронні та асинхронні) кінцеві автомати, 
–  регулярні вирази, 
–  мережі Петрі, 
–  розширені автомати, 
–  формальні граматики, 
–  алгоритмічні мови. 
Моделі послідовностей розглядають тільки поведінку об'єкта, що 

спостерігається "зовні" (зовнішнє), не допускаючи ніяких припущень 
щодо його внутрішньої структури. До таких моделей відносяться: 

–  абстрактні типи даних, 
–  трасові специфікації, 
–  описи, що використовують часову логіку, 
–  обчислення взаємодіючих процесів, 
–  змінні історії. 
Хоча обидві групи моделей можуть застосовуватися як для специ-

фікації протоколів, так і для специфікації сервісів, ясно, що природа 
моделей послідовностей більш придатна для специфікації сервісів, а 
автоматних моделей – для специфікації протоколів. Найбільш харак-
терні особливості тієї та іншої групи моделей наведені в табл.  6.1. 

У таблиці під спільністю розуміється здатність опису задовольни-
ти як можна більшу числу способів реалізації. 

 

Таблиця 6.1 
Характерні особливості моделей МФО 

Автоматні моделі Моделі послідовностей 
Більш добре вивчені Менш вивчені 
Мають меншу спільність Більш загальні 
Більше придатні для отримання 
безпосередньої реалізації 

Менш придатні для отримання без-
посередньої реалізації 

Наочні і менше абстрактні Менш наглядні і більш абстрактні 
Швидке зростання числа станів Позбавлені недоліку зростання чис-

ла станів 
Основний метод аналізу – аналіз 
досяжних станів 

В основі аналізу лежать математич-
ні методи 

Більше придатні для опису прото-
колів 

Більше придатні для опису сервісів 
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6.3.  Автоматні моделі 

6.3.1.  Кінцеві автомати 

Специфікації протоколів на основі моделей кінцевих автоматів в 
даний час використовуються найбільш широко. Формально кінцевий 
автомат (КА) визначається шістьма об'єктами 

0{ , , , , , }AK S I O N M S= , (6.1)

де S – кінцева множина станів, I  – кінцева множина входів, O – кін-
цева множина виходів, :N I S S× →  – функція переходів, 

:M I S O× →  – функція виходів, 0S  – початковий стан. 
Функція N  і M  описують поведінку автомата, тобто якщо в де-

якому поточному стані is S∈  на вході автомата з'являється повідом-
лення i I∈ , то функція переходів визначає новий стан автоматів 

is S∈ , а функція виходів - вихідне повідомлення io O∈ . 
Для опису КА використовуються різні способи, однак найбільш 

широко поширені діаграми станів і таблиці рішень. На рис. 6.3 пред-
ставлені діаграми станів КА, які описують поведінку передавача і 
приймача відповідно добре відомого протоколу АВР (протокол з ну-
мерацією по модулю 2). 

Рис. 6.3. Діаграма станів протоколу АВР 

Діаграма станів представляє собою різновид спрямованого графа, 
множина вершин якого відповідає множині станів, а множина дуг – 
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множині переходів. Дуги графа позначаються відповідними вхідними 
та вихідними повідомленнями. Передача повідомлень між КА моделю-
ється чергами, які в окремому випадку можуть бути виродженими (так 
звана абстракція "пустого" середовища [11]). В останньому випадку пе-
реходи, що пов'язані з передачею повідомлень в одному КА (символи 
підкреслені) і прийомом цього повідомлення в іншому КА, безпосеред-
ньо зв'язані один з одним. Крім того, є можливість визначити спеціаль-
ний тип вхідної дії, не пов'язаної з передачею повідомлень від одного 
КА до іншого і зветься "внутрішня" подія. Внутрішня подія (підготовка 
нового повідомлення N  і обробка отриманого повідомлення U  на рис 
6.3) відображають вплив на автомат зовнішніх дій, не включених в спе-
цифікацію протоколу. Для рис. 6.3 справедлива наступна семантика по-
значень: N  – надходження нового повідомлення, iD  – передача 
повідомлення з номером ,I E  – прийом спотвореного повідомлення, iA  
– отримання підтвердження про прийом повідомлення з номером i , T  – 
сигнал завершення заданого інтервалу часу (тайм-аут), U  – обробка 
отриманого повідомлення, iA  – передача підтвердження про прийом 

повідомлення з номером i , iD  – прийом повідомлення з номером i .  
Таблиця рішень, що відповідає діаграмі станів передавача рис. 6.3, 

представлена в табл. 6.2. Стовпці таблиці відповідають входам i I∈ , 
а рядки – станам is S∈ . Елементами таблиці є пари ( , )s o , де is  – но-
вий стан і io O∈  – вихід. Прочерк у відповідному елементі таблиці 
означає відсутність вихідного повідомлення або те, що прийом дано-
го вхідного повідомлення не передбачений. Зірочкою позначений пу-
стий вхідний сигнал. 

Початковим станом передавача вважається 1s , а приймача – 3R . В 
цьому стані передавач очікує надходження нового повідомлення для 
передачі, а приймач обробив всі отримані раніше повідомлення. 

Таблиця 6.2 
Таблиця рішень, що відповідає діаграмі станів передавача  

Тип вхідного сигналу Стан 
N E A1 T A0 * 

s1 s2 , - - , - - , - - , - - , - - , - 
s2 - , - - , - - , - - , - - , - s3 , D0 
s3 - , - s2 , - s2 , - s2 , - s4 , - - , - 
s4 s5 , - - , - - , - - , - - , - - , - 
s5 - , - - , - - , - - , - - , - s6 , D1 
s6 - , - s5 , - s1 , - s5 , - s5 , - - , - 
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Даний метод специфікації має наочність і широко використову-
ється. Але із зростанням числа станів КА використання цієї моделі 
стає все більш утрудненим. Наприклад, при описі за допомогою КА 
протоколів передачі даних можливому значенню номера повідомлен-
ня, що передається або приймається, повинен відповідати окремий 
стан КА. Тому КА найбільш зручні для опису структури взаємодій 
протоколів (наприклад, таких аспектів, як встановлення або розрив 
з'єднання, відновлення після помилок), коли кількість станів відносно 
незначна. 

6.3.2.  Розширені кінцеві автомати 

Для вирішення проблеми розмірності класичного КА запропоно-
вана модель розширеного кінцевого автомата (РКА), в якій викорис-
товується принцип декомпозиції. 

Інформація, якою обмінюються протокольні об'єкти, може бути 
представлена у вигляді <код операції> <параметри>. 

<Код операції> визначає вид запиту користувача або повідомлен-
ня, а <параметри> використовуються для передачі додаткової інфор-
мації відповідно до кожного конкретного виду. Визначимо множину 
входів I наступним чином: 

I ={<код операції> <параметри>}, 

1I = {<код операції>}, 2I = {<параметри>}, 1 2I I I⊂ × . 
Важливо відзначити, що потужність множини 1I  набагато менше 

потужності множини 2I . Тому будь-якому входу з множини 1I  проти-
ставимо стан або множину станів кінцевого автомата, який назвемо 
базовим, а <параметрам> – множина контекстних змінних. Таким чи-
ном, залежність параметрів від коду операції відобразиться в залеж-
ність контекстних змінних від станів базового автомата. Більш 
формально це можна виразити наступним чином. Нехай для кінцевої 
множини станів справедливо 1 2s S S∈ × , де 1S  – множина значень 
<код операції>, 2S  – множина значень <параметри>. Тоді кінцевий 
автомат є п'ятірка об'єктів: 

1 2 1 2<S S , I  I , Y, P, Q>× × , (6.2)

де Y  – множина вхідних символів; 1 1 2 2 2[ ] :P S I S I S× × →  – функція 
переходів; 1 1 2 2[ ] :Q S I S I Y× × →  – функція виходів. 
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Вирази показують, що відображення 2 2S I×  в 2S  і Y  залежить від 
стану базового і вхідних символів множини <код операції>. 

Базовий автомат – п'ятірка об'єктів 

1 2<S   S , Y, O, F, G>× , (6.3)

де 1 1:F Y S S× → ; 1 2:G Y S S O O× × → → . 
Декартовий добуток O O×  вводиться для функції G , тому  що 

вхідний елемент з Y  може породити два виходи. 
Щоб зрозуміти, як вихідна функція G  залежить від множини S, 

структуруємо кожний елемент вихідної множини O як і для випадку 
вхідної множини: O = <код операції / відповіді> <параметри>, 

1O = {<код операції / відповіді>}, 2O = {<параметри>}. 
Тоді вихідна множина O буде підмножиною декартового добутку 

1 2O O× .  
Для того щоб конструювати елементи множини 2O = {<парамет-

ри>}, необхідно знати значення деяких контекстних змінних 2S . 

6.3.3.  Мережі Петрі 

Більш широкими можливостями, ніж діаграми станів, в описі 
структури і поведінці складних систем мають мережі Петрі [3]. Для 
специфікації протоколів використовуються звичайні мережі Петрі і 
різні їх розширення (інтерпретації). 

Звичайна мережа Петрі (МП) задається п'ятіркою об'єктів: 

0, , , ,I P T F B M=< > , (6.4)

де P  – кінцева множина позицій, T  – кінцева множина переходів, 
:F P T N× →  – функція входів, :B P T N× →  – функція виходів, 

2 :M P N→  – початкова розмітка, 2 2 2: 0N S I S× → ≥  – ціле число. 
Найбільш зручно представити МП у вигляді дводольного мульти-

графа з множиною вершин P T∪ . Елемент з множини P  зображуєть-
ся кружком, а елемент з множиною T  – рисою. Елементи різних 
множин можуть з'єднуватися направленими дугами. Якщо з позиції 
p до переходу t  веде k  дуг, то F  ( , )p t k= , і якщо з переходу t  до 
позиції p веде l дуг, то B  ( , ) 1t p = . Кожна позиція МП характеризу-
ється певним числом міток і визначається функцією :M P N× , яка 
називається розміткою. Графічно розмітка представляється як розпо-
діл міток в позиціях мережі, зображених точками. 
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Рис. 6.4. Мережа Петрі для протоколу АВР 

Функціонування МП визначається правилами виконання перехо-
дів. Перехід it  зветься збудженим, якщо для всіх позицій, що мають 
дуги, які входять в даний перехід, виконується ( ) ( , ) 0iM p F p t− ≥ , де 

( )M p  – розмітка позиції p, тобто кожна вхідна позиція містить не 
менше однієї мітки. Перехід може бути збудженим протягом довіль-
ного, але кінцевого часу. Потім він або спрацьовує, або збудження з 
нього знімається (при спрацьовуванні іншого переходу).  

У результаті спрацювання переходу it  розмітка змінюється за пра-
вилом 1 1(( ( ) ( , ) ( , )), ,i ip P M p F p t B p t t t T′∈ − + ∈ . Тобто з кожної вхід-
ної позиції переходу віднімають по одній мітці, а кожній вихідний 
позиції додається по одній мітці. В кожний момент часу може спра-
цювати тільки один перехід. Якщо ж одночасно збуджені декілька 
переходів, то спрацьовує один довільний. 

Стан МП в кожний момент часу визначається її розміткою. Якщо 
задана початкова розмітка і хоча б один перехід є збудженим, то в 
мережі починається рух міток. Говорять, що розмітка 0M  породжує 
послідовність спрацьовувань переходів 1 2, , , ,kt t tσ = …  і це приводить 
до нової розмітки 0( )M M M∈ . Множина 0( )M M  представляє собою 
множину розміток, що утворюються з 0M  в результаті спрацьовуван-
ня різних послідовностей переходів, і називається множиною досяж-
них з 0M  розміток. МП можна представити графом досяжних 
розміток, який містить всі можливі розмітки і переходи між ними. 

На графі досяжних розміток (рис. 6.5) позиції визначають стан пе-
редавача 1P  і приймача 2 :P A – передавач готовий передати повідом-
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лення; B  – приймач готовий прийняти повідомлення; C  – повідом-
лення прийнято приймачем; E  – підготовка приймача до прийому 
повідомлення; D  – підтвердження отримано передавачем; K  – під-
твердження передано приймачем; M  – повідомлення передано пере-
давачем; W  – очікування підтвердження передавачем. В початковому 
стані ( ) 1, ( ) 1M A M B= =  і всі інші позиції, що залишилися пусті. Це 
означає, що 1P  готовий видати повідомлення. Після того, як спрацьо-
вує перехід 1t , відбувається передача повідомлення ( ) 1M M =  і пере-
давач переходить в стан очікування прибуття підтвердження 

( ) 1M W = . Якщо приймач 2P  готовий прийняти повідомлення 
( ) 1M B = , то спрацьовує перехід 2t . ( ) 1M C =  означає, що повідом-

лення прийнято. Після цього спрацьовує перехід 4t , котрий простав-
ляє мітки до вузлів E  і K ; ( ) 1M E =  означає оповіщення приймача 2P  
про те, що повідомлення прийнято, а ( ) 1M K =  – що передано підтве-
рдження. Останнім спрацює перехід 3t , в результаті чого передавач 

1P  буде сповіщений про завершення передачі повідомлення 
( ) 1M D = . Якщо тепер 1P , підготувавши нове повідомлення, розміс-

тіть мітку в позицію A, а 2P , обробивши повідомлення, помістить мі-
тку в позицію B , то модель почне новий цикл функціонування. 

Рис. 6.5. Граф досяжних розміток, який відповідає мережам 
Петрі протоколу АВР 
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Часові мережі Петрі. Звичайні мережі Петрі не містять характе-
ристики про час в явному вигляді. Тому з їх допомогою не можна 
описати тривалість виконуваних протокольним об'єктом операцій, 
наприклад тайм-аутів, обробки повідомлень і т.д. Таку можливість 
забезпечують часові мережі Петрі (ЧМП) [18], в яких кожному пере-
ходу it  ставляться у відповідність два інтервали часу, а саме min iT  і 
max iT , що задовольняють умовам: 

– перехід може спрацювати не раніше, ніж через інтервал часу 
min iT  після  його збудження; 

– перехід it  повинен спрацювати не пізніше ніж через інтервал 
часу max iT  після його збудження. 

Іншими словами, з кожним переходом зв'язується деяка часова за-
тримка. Якщо min 0iT = , а max iT = ∞ , то ЧМП перетворюється на 
звичайну МП. 

Розглянемо мережу Петрі на рис. 6.4. Втрата повідомлень в пере-
давальному середовищі моделюється шляхом видалення мітки з по-
зиції M . Для ініціації повторної передачі повідомлень, втрачених в 
середовищі, вводиться перехід 7t , що означає спрацьовування тайме-
ра. У наступному розділі буде показана методика вибору значень ча-
сових характеристик переходу 7t  на основі відомих часових 
характеристик інших переходів з тим, щоб забезпечити правильне 
функціонування моделі. Тут відзначимо лише, що повинно виконува-
тися співвідношення 

7 2 3 4min max max maxT T T T> + + . 

Розширення мережі Петрі. В рамках загальної теорії мережі Петрі 
отримали розвиток різні підходи до опису та аналізу складних обчис-
лювальних систем. Результатом стала поява нових інтерпретацій 
теорії мереж, які дозволяють компактно описувати складні системи і 
в той же час допускають більшість існуючих методів аналізу. 

У відповідності зі ступенем допустимої компактності опису моде-
лі виділяються наступні класи мереж Петрі [4]: 

– мережі типу "позиція / перехід" (МП, ЧМП); 
– розфарбовані мережі Петрі (РМП); 
– мережі типу "предикат / перехід" (МП-ПП); 
– мережі типу "предикат / дія" (МП-ПД). 
У розфарбованих мережах Петрі кожній мітці ставиться у відпо-

відність елемент деякої множини, зокрема множина кольорів. На від-
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міну від звичайної мережі Петрі, де мітки відрізняються, мітки в 
РМП мають певну індивідуальність. Для кожного переходу визнача-
ється множина допустимих поєднань кольорів вхідних міток, при 
яких перехід вважається збудженим і може спрацювати. Кожному та-
кому поєднанню кольорів міток ставиться у відповідність поєднання 
кольорів міток вихідних місць, яке встановлюється в результаті спра-
цьовування переходу. Більш точне визначення можна знайти в [4]. 

Позиція 1P  (рис. 6.6, а) моделює лічильник, який містить номер 
очікуваного пакету. Роль кольорів в цьому випадку грають цілі числа, 
циклічно приймаючі значення від 0 до 4. Позиція 2P  моделює буфер 
вхідного повідомлення, що має номер від 0 до 4. Мітка в позиції 3P  
не має кольорів і аналогічна позиції звичайної МП. Перехід t  збу-
джений, якщо в позиціях 1P  і 2P  знаходяться мітки з однаковим номе-
ром i . У результаті спрацьовування переходу з позицій 1P  і 2P  
видаляють мітки з номером i , а в позицію 1P  повертається мітка з 
номером 1 (mod 4)i + , тобто з номером наступного очікуваного по-
відомлення. У позицію 3P  поміщається мітка, що сигналізує про над-
ходження повідомлень. Таким чином, перехід t  спрацьовує тільки у 
випадку рівності номерів очікуваного і прийнятого повідомлень. 

Рис. 6.6. Фрагмент РМП, який моделює прийом пакету 
даних (а), і еквівалентна їй звичайна МП (б) 
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Якщо кількість кольорів РМП обмежене, то така мережа за своєю 
виразною потужністю еквівалентна звичайній мережі Петрі. Існує 
формальна процедура переводу РМП в еквівалентну МП [3] (рис. 
6.6, б). З рисунку видно, що РМП дозволяє компактно представити 
складні і громіздкі системи. 

Мережі Петрі типу "предикат / перехід" (МП-ПП) дозволяють 
досягти ще більшої компактності представлення складних систем, 
ніж РМП. Це можна досягнути за рахунок визначення додаткових 
відносин між мітками. Для спрацювання переходу необхідно, щоб не 
тільки у вхідних позиціях знаходилися мітки певних типів, але і щоб 
між ними виконувалися задані відношення. 

Неформально МП-ПП включає розкрашену мережу Петрі, струк-
тури операцій і відношень між мітками, предикати, які можуть бути 
зв'язані з переходами. Останні задають відношення, які повинні ви-
конуватися, щоб перехід спрацював; предикати описуються в пере-
ходах. 

Таким чином, щоб перехід спрацював, необхідно: 
– відповідність між кольорами міток, що з'являються на вхідних і 
вихідних дугах переходів (умова спрацьовування РМП); 

– предикат, описаний в переході, повинен приймати значення "іс-
тина". Мережі типу МП-ПП описані у [6, 7]. 

Пропонується ще одна графічна модель МП, яка використовує 
предикати, котра зветься числові мережі Петрі (ЧМП). Відмінність 
ЧМП від МП-ПП в тому, що в ній додається новий елемент – пам'ять, 
що складається із змінних. Над змінними можуть виконуватися опе-
рації читання і запису. Умови збудження переходів визначаються на-
ступним чином: 

– для кожної дуги, що входить в перехід, існує умова спрацюван-
ня, котра може висувати вимоги як до кількості міток в позиції, 
так і до їх значень; 

– для кожного переходу вводиться умова спрацювання для змінних 
пам'яті, які визначають допустимі співвідношення між ними; 

– перехід збуджений, коли для кожної вхідної дуги виконується 
умова спрацювання, а також виконується умова спрацювання 
для змінних. 

В результаті спрацювання збудженого переходу відбувається на-
ступне: 

– для кожної вхідної і вихідної дуги переходу визначаються міт-
ки, які в результаті спрацьовування повинні бути видалені з вхі-
дних позицій і поміщені у вихідні; 
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– з переходом зв'язується процедура зміни змінних пам'яті; 
– спрацювання переходу, що включає видалення і розміщення мі-
ток, а також зміну змінних, вважається неподільною операцією. 

За властивостями виразності ЧМП еквівалентні МП-ПП. 
Мережі Петрі типу "предикат / дія"  (МП-ПД). В основі їх ле-

жить гібридна модель Келлера [19], яка описує як структуру управ-
ління паралельних програм, так і операції з даними. Структура 
управління задається звичайною МП. Для опису іншій частини моде-
лі вводиться вектор змінних ξ . До кожного переходу мережі прикрі-
плюється вираз виду 

( ) ( )when Pt do Ftξ ξ ξ← , 

де Pt  – предикат і Ft  – функція, визначена на множині значень век-
тора змінних ξ . Перехід вважається збудженим, якщо він збуджений 
в звичайному сенсі і, крім того, відповідний предикат приймає зна-
чення істини. При спрацьовуванні переходу Ft  змінює значення век-
тора змінних ξ . 

Використання МП-ПД для специфікації протоколів описано в [11, 
19]. 

6.3.4.  Формальні граматики 

Протокол можна визначити як множину правил, що описують по-
слідовність дій під час взаємодії об'єктів протоколу. Якщо позначити 
всі ці дії як терміни деякої граматики, то протокол можна представи-
ти за допомогою деякої мови. «Висловлювання» цієї мови повинні 
визначати правильні послідовності протокольних дій. Протокольні дії 
зазвичай оперують з блоками інформації, що передається, ієрархічна 
структура котрих також може бути описана за допомогою формаль-
ної мови. 

6.3.5.  Регулярні вирази 

Протокольна система представляється довільним числом взаємоді-
ючих послідовних процесів. Кожен процес має по одній поштовії скри-
ньки, через котру він приймає повідомлення. В свою чергу, процес 
може направити повідомлення в поштову скриньку системи, включаю-
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чи свою власну. Над поштовими скринями визначені дві операції "пе-
редати" і "прийняти". Операція "прийняти" в якості свого результату 
виробляє саме старе повідомлення поштової скрині, над якою вона ви-
конується, якщо вона не пуста. У випадку пустої скрині операція "при-
йняти" затримує прибуття повідомлення. Процес може специфікувати 
максимальний час очікування прибуття повідомлення. Якщо цей час 
вичерпано, то результат операції "прийняти" полягає у видачі повідом-
лення, що сповіщає про закінчення часу очікування. 

Операція "передати" закінчується після того, як повідомлення до-
ставляється в поштову скрині адресата. Передбачається, що місткість 
поштових скринь обмежена. Якщо поштова скриня адресата перепо-
внена, то результатом операції "передати" є сигнал про аварійне заве-
ршення (втрата повідомлення), інакше виробляється сигнал про 
нормальне завершення. 

Передбачається, що будь-яке повідомлення унікально визначає 
процеси джерела і призначення. Так, якщо процес A передає повід-
омлення m процесу B , то більше в системі немає процесів, що вико-
ристовують повідомлення з ім'ям m. На практиці таке положення 
може бути досягнуто додаванням до імені повідомлення імен процесів 
джерела і призначення. 

6.3.6.  Мови програмування 

Моделі, що будуються на використанні мов програмування, роз-
глядають протокол як один з типів алгоритмів, для опису якого вико-
ристовується мова. В залежності від того, наскільки високі рівень і 
абстрактність використованої мови, цей підхід до специфікації може 
вирішувати також проблеми реалізації протоколу. 

Основною перевагою даного підходу є вирішення проблеми 
розмірності, що досягається використанням змінних величин і 
параметрів. Недоліком мовних специфікацій є те, що незначні деталі 
програми приховують важливі аспекти протоколу. Розвиток мовних 
специфікацій має два напрями. У відповідності з першим мова 
розширюється спеціальним класом операторів, що описують 
поведінку протокольних систем (часова логіка).  Другий підхід – 
створення мов специфікацій, в яких крім звичайних мовних 
конструкцій вводяться спеціальні конструкції, які специфікують 
протокольні моделі. 
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6.4.  Моделі послідовностей взаємодій 

6.4.1.  Абстрактні типи даних 

Абстрактні типи даних виникли з ідеї об'єднати дані і операції ма-
ніпулювання даними. Специфікації з використанням абстрактних ти-
пів даних називають іноді алгебраїчною специфікацією. Більш 
формально під алгебраїчною специфікацією розуміється трійка: 

, ,S E< Σ > , 

де S – кінцева множина імен типів; Σ  –кінцева множина імен опера-
цій, замкнутих на S; E  – множина аксіом, що визначаючих результа-
ти операцій над типами, що визначаються. 

Привабливою властивістю абстрактних типів є незалежність опису 
від способу реалізації і можливість використання в процесі аналізу 
специфікацій автоматизованих систем логічного виводу. Методи, що 
базуються на абстрактних типах, мають ряд обмежень, пов'язаних з 
описом паралельності і композиції різних підсистем, а також вима-
гають багато зусиль для формулювання набору аксіом. 

6.4.2.  Часова логіка 

Часова логіка відноситься до класу модальних логік і дозволяє 
представити специфіковані об'єкти у вигляді тверджень над послідо-
вностями подій. В розглянутих послідовностях можна виділити пото-
чне положення і зробити висновки щодо властивостей 
послідовностей в майбутньому. Твердження щодо властивостей ма-
ють вираз у вигляді формул часової логіки. Властивості послідовнос-
ті, які виконуються в будь-який момент часу, називаються аксіомами 
часової логіки. 

Приклади специфікації протоколів і сервісів можна створити за 
допомогою аксіом часової  логіки можна знайти в [13]. Аналіз таких 
специфікацій дозволяє довести властивість живучості та безпеки. 

6.4.3.  Обчислення взаємодіючих процесів (ОВП) 

Обчислення взаємодіючих процесів було розроблено Мільнером  і 
базується на невеликій множині примітивних понять. Основним з них 
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є взаємодія. Взаємодія відбувається між агентами (процесами). Для 
побудови нових видів агентів з вже існуючих визначені комбінатори 
(оператори). Комбінатори вибрані так, щоб відношення між вихідни-
ми і утвореними з них агентами можна було трактувати в математич-
ному сенсі. 

Теорія ОВП була використана при розробці специфікації LOTOS, 
а властивість еквівалентності, що спостерігається, використана при 
верифікації протоколів. 

6.5.  Формальні методи специфікації протоколу 

6.5.1.  Попередні зауваження 

Розглянуті в попередньому розділі методи формальної специфіка-
ції дозволяють виконати аналіз протоколів і наданих ними сервісів. В 
даному розділі будуть розглянуті методи аналізу, пов'язані не з оцін-
кою якісних характеристик виконання протоколів, а з їх логічної пра-
вильністю. 

Для оцінки якісних характеристик можна використовувати добре 
відомі методи аналітичного або імітаційного моделювання або мето-
ди "передбачення" характеристик виконання[9]. 

Всі методи аналізу логічної правильності розділяються на дві ве-
ликі групи – методи аналізу коректності та методи верифікації. 

Під методами аналізу коректності розуміються загальні власти-
вості, які повинні мати протоколи та сервіси, незалежно від функцій, 
які ними виконуються. Так, якщо протокол містить можливість бло-
кування (глухий кут) при виконанні якої-небудь функції, то він неко-
ректний. Формальні специфікації протоколів і сервісів можна 
аналізувати незалежно один від одного з метою виявлення того, чи 
виконуються зазначені загальні властивості. 

Після того, як аналіз коректності виконаний, потрібно показати, 
що специфікації протокольних об'єктів спільно зі специфікацією ви-
користаного сервісу нижніх рівні відповідають специфікації сервісу, 
наданого рівнем, на котрому знаходяться ці об'єкти (рис. 6.7). Аналіз 
такої відповідності носить назву верифікації. Подібне застосування 
терміну "верифікація" співпадає з традиційним використанням його в 
програмуванні, якщо під специфікацією розуміти специфікацію сер-
вісу, а під способом виконання цих вимог – специфікацію протоколу 
(протокольних об'єктів).  
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В даному розділі ми будемо використовувати термін "верифікація" 
для доказу того, що кінцева програмна реалізація задовольняє специфі-
кації протоколу, так як, з одного боку, процес такого доказу нічим не 
відрізняється від традиційної верифікації програм і, з другого боку, 
розвиток систем автоматичної трансляції протокольних специфікацій в 
реалізації взагалі усуває необхідність у такому вигляді верифікації. 

Рис. 6.7. Формальна специфікація рівня 

6.5.2.  Властивості коректності протоколів 

В технології розробки протоколів існує набір властивостей, обо-
в'язковий для будь-яких протоколів. Тому перевірка коректності про-
токолу повинна забезпечувати доказ того, що специфікація 
протоколу має ці властивості і вони є наступними: 

1) відсутність статичних блокувань. Це означає, що в протоколі 
не існує такого стану або набору станів, з яких немає переходів в інші 
стани; 

2) повнота, тобто протокол забезпечує реакцію на всі можливі 
вхідні повідомлення (відсутні помилки не специфікованих прийомів); 

3) однозначність відповідності станів, тобто відсутність таких 
протокольних об'єктів, у яких один стан може співіснувати з декіль-
кома різними станами будь-якого іншого об'єкта; 

4) відсутність надлишковості, тобто в специфікації протоколу 
немає повідомлень, які не надходять і невиконуваних дій; 

5) обмеженість, котра значить, що під час функціонування прото-
колу число повідомлень в кожному каналі між протокольними об'єк-
тами не перевищує певного значення, званого ємності каналу; 

6) відсутність динамічного блокування. Це значить, що в прото-

 Специфікація розглядаємого сервісу 

Специфікація 
протоколу 1 

Специфікація 
протоколу 2 

Специфікація використованого протоколу 
 



209 
 

колі відсутній безкінечний цикл функціонування, при якому не вико-
нується корисна робота. Розрізняють динамічні блокування, вихід з 
яких логічно неможливий, і динамічні блокування, які є наслідком 
певних часових характеристик протоколу, наприклад темпу обміну 
повідомленнями. 

7) завершуваність (розвиток), тобто протокол завжди досягає кі-
нцевого (термінального) стану. Для циклічних протоколів це власти-
вість дещо змінюється. Ці протоколи повинні мати властивість 
розвитку, котра полягає у тому, що протокол досягає свого початко-
вого стану; 

8) самосинхронізація (відновлення після ненормальної ситуації). 
Ця властивість має на увазі, що після виникнення ненормальної ситуа-
ції протокол за кінцевий час відновить своє коректне функціонування. 

Розроблені різні класифікації протокольних властивостей. Можна 
виділити декілька основних груп властивостей коректності протоко-
лів, всередині кожної з яких протокол розглядається з певної точки 
зору. В свою чергу, кожна з груп розділяється на дві альтернативні 
категорії. Приклад такого поділу властивостей: 

– синтаксичні та семантичні; 
– статичні і динамічні; 
– часткову коректність і завершуваність; 
– безпека і живість. 
Синтаксичні властивості визначають логічну структуру обміну 

повідомленнями (властивості 1...5). Семантичні властивості пов'язані 
із змістовною правильністю процесу функціонування протоколу. 
Розрізняють властивості слабкої семантики, які пов'язані з ефектив-
ним розвитком протоколу (властивість 7), і властивості строгої сема-
нтики, які пов’язані з конкретним призначенням протоколу 
(властивість 8). 

До статичних властивостей відносяться властивості 1 ... 4, а до 
динамічних властивостей 6 ... 8. 

Часткова коректність значить, що протокол має певний набір не-
обхідних властивостей за умови, що в процесі функціонування він 
досягає заданого термінального стану (або початкового стану у випа-
дку циклічних протоколів). Ця властивість означає лише умовну мо-
жливість виконання необхідних властивостей. Повна коректність 
протоколу вимагає додатково властивості 7. 

Безпека значить, що протокол у процесі функціонування не по-
трапить в неприпустимий стан, і охоплює часткову коректність і вла-
стивість 8. 
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Живість має на увазі, що протокол зрештою досягне бажаного 
стану, і включає властивості 6, 7 і 8. 

6.6.  Методи аналізу коректності 

6.6.1.  Метод аналізу досяжних станів 

Метод аналізу досяжних станів оснований на вичерпному перебо-
рі можливих взаємодій протокольних автоматів. При цьому розгляда-
ється глобальний стан системи, котрий визначається як комбінація 
станів взаємодіючих протокольних автоматів і стану нижніх рівнів 
(передавального середовища). Легко помітити, що у випадку прото-
кольних автоматів з однаковим числом станів число глобальних ста-
нів системи дорівнює квадрату числа станів протокольного автомата, 
помноженому на число станів передавального середовища. 

Перебір починається з деякого початкового стану, із якого під 
впливом можливих інтерфейсних, протокольних або таймерних подій 
створюються переходи до інших глобальних станів. Ці нові стани 
розглядаються далі як вихідні, і процес рекурсивно продовжується до 
тих пір, поки не будуть розглянуті всі можливі глобальні стани сис-
теми. 

Аналіз отриманого графа досяжних глобальних станів дозволяє 
перевірити загальні властивості протоколу, що випливають безпосе-
редньо зі структури графа досяжності (властивості 1 ... 6). 

Зазвичай даний метод аналізу застосовується для дослідження 
протоколів, специфікація яких заснована на кінцевих або розширених 
автоматах, мережах Петрі і формальних граматиках. До переваг ме-
тоду слід віднести зручну графічну форму представлення і досить 
простий спосіб автоматизації процесу аналізу. Створені на основі 
цього методу автоматизовані системи застосовувались для дослі-
дження реальних протоколів. Основним недоліком методу є швидке 
зростання числа глобальних станів із зростанням складності протоко-
лів. Відомі декілька різновидів даного підходу: метод перебору, ме-
тод діалогових матриць, метод фазових діаграм, метод "прилеглих" 
станів і метод спільних шляхів. 

Класичний метод перебору. Метод застосовано в моделі взаємо-
діючих кінцевих автоматів, об'єднаних каналом обмеженої ємності 
типу FIFO. 
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Розглянемо N  взаємодіючих автоматів. Поточний стан кожного ав-
томата позначимо через ( )G I , де 1I N= … . Між кожною парою авто-
матів є два однонаправлених каналів для обміну у двох напрямках. 

Позначимо через ( , )K I J  канал, що зв'язує автомат I  з автоматом 
J . Канали мають такі властивості: 

– канал ( , )K I J  приймає події від автомата I  і доставляє їх без 
зміни послідовності до автомату J ; 

– час передачі події не визначений і не передбачений; 
– кожний канал має максимальну ємність ( , )Cap I J , що характе-
ризується числом подій, які він може передавати одночасно. 

Глобальний стан системи S є множина поточних станів автоматів 
( )G I , 1I N= … , і каналів ( , )K I J , 1I N= … , 1J N= … , J I≠ . Глоба-

льний стан представляється у вигляді матриці 

(1) (1, ) (1, )

( ,1) ( ) ( , )

( ,1) ( , ) ( )

G K I K N

S K I G I K I N

K N K N I G N

 
 
 
 =
 
 
  

… …

⋯ … ⋯ … ⋯

… …

⋯ … ⋯ … ⋯

… …

 (6.5)

Перехід з даного поточного стану S в інший стан S′  відбувається 
після виконання одиночного переходу в одному з автоматів. У резуль-
таті цього змінюється поточний стан даного автомата ( )I  і стан одного 
з каналів ( , )K I J  або ( , )K J I  в залежності від типу події, що виникає в 
автоматі I  (прийом або передача). Стан каналів залишається незмін-
ним, якщо виникає внутрішня (наприклад, Таймерна) подія. 

По закінченні генерації нових глобальних станів створюється 
граф, вузли якого є частковими глобальними станами, а дуги – мож-
ливими переходами між цими станами. Аналіз такого графа надає 
можливість перевірити наступні властивості протоколу: 

– втрату або неспецифікований прийом вхідної події (власти-
вість 2). Канал ( , )K I J  містить подію, а в автоматі I  немає пе-
реходу з поточного стану, поміченого прийомом цієї події; 

– тупиковий стан (властивість 1). Для всіх I  1I N= …   поточний 
стан ( )G I  не має переходів, помічених вихідними або внутрі-
шніми подіями, а всі канали пусті; 
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– переповнення середовища (властивість 5). Виникає в тому випад-
ку, якщо серед всіх автоматів знайдеться хоча б один такий, в 
якому є перехід з поточного стану, помічений вихідною подією в 
канал ( , )K I J , і число подій в цьому каналі дорівнює ( , )Cap I J ; 

– надлишкова специфікація (властивість 4). Виникає в тому випа-
дку, якщо в якому-небудь автоматі знайдеться перехід, котрий 
ні разу не був використаний при побудові графа досяжних гло-
бальних станів. 

В якості прикладу розглянемо побудову графа досяжних станів для 
двох автоматів (рис. 6.8). Функціонування кожного автомата представ-
лено у вигляді графа, вузли якого є станами автомата, а направлені дуги 
– переходами між цими станами. Рис. 6.9 демонструє приклад простої 
процедури встановлення і роз'єднання зв'язку між двома протокольни-
ми автоматами. Взаємодія відбувається шляхом обміну неподільними 
елементами, прийом і передача яких є подіями для автоматів, що змі-
нюють їх стан. Всі події перенумеровані цілими числами. Знак цілого 
використовується для вказівки типу події. Від’ємні цілі представляють 
події передачі, а позитивні – події прийому. Обидва автомата почина-
ють взаємодіяти в стані 0 і можуть видати вимогу 
ВСТАНОВИТИ_З’ЄДНАННЯ (-2), переходячи при цьому в стан 1. 
Роз'єднання з'єднання може почати тільки автомат B . Граф досяжних 
станів для розглянутого прикладу зображений на рис. 6.9. Символом λ  
на рисунку позначені стани "пустих" каналів. Отриманий граф досяж-
них станів демонструє помилки типу неспецифікованого прийому та 
переповнення каналу (передбачається, що (1,2) 1Cap = . 

Рис. 6.8. Простий протокол встановлення з’єднання 
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Рис. 6.9. Граф досяжних станів простого протоколу 
встановлення з’єднання 

Метод діалогових матриць. В цьому методі послідовності взає-
модій між протокольними автоматами представляються парами шля-
хів на графах і звуться "діалогами". Шлях на кожному графі, званому 
"монологом", повинен починатися і закінчуватися в початковому ста-
ні (стан 0) і не повинен містити проміжних переходів через цей стан. 
Монологи представлені цілими, якими помічені дуги, що входять до 
монологу. Для отримання всіх монологів для будь-якого графа був 
розроблений спеціальний алгоритм. Позначимо множину всіх моно-
логів графа A через AS , а графа B  через BS B. Позначимо потужність 
множини M  через | |M . 

Нехай | |AS m= , а | |BS n= . Тоді діалоги автоматів A і B  можна 

представити у вигляді множини пар [ ],i kA B , причому i AA S∈ , 

k BB S∈ , 1i m= … , 1k n= … . Легко помітити, що всі діалоги представ-
ляють декартовий добуток A BS S×  і можуть бути записані у вигляді 
матриці 
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Були сформульовані критерії правильності діалогів. Діалог вважа-
ється правильним, якщо для нього виконуються наступні умови: 

– кожна подія, що видається в одному монолозі, повинні прийма-
тися в іншому (післяумова); 

– кожна подія, прийняте в одному монолозі, має бути попередньо 
видана в іншому (передумова); 

– якщо можлива одночасна передача подій X−  і Y− , видаваних у 
двох різних монологах, то взаємодія повинна проектуватися так, 
щоб подія /X Y була прийнята незалежно від того, видано чи ні 
подія /Y X  (умова повноти). 

На рис. 6.10 показаний скоригований протокол. Корекція звелася 
до додавання на графі A додаткового стану для вирішення конфлікту 
передачі події -2 на користь автомату A. При цьому діалогова матри-
ця стала мати розмірність 3 3× , а функція  не містить помилкових 
взаємодій і має вигляд 

[ ]
1 0 0

0 1 0

0 0 1
A BVal S S

 
 ′ ′× =  
  

, (6.7)

де ,A BS S′ ′  – множина скоригованих монологів графів A і B  відповідно. 
Врахування помилок середовища передачі (дублювання, втрати, 

спотворення і т.д.) здійснюється в даному методі шляхом додавання 
відповідних подій і станів на графах автоматів.  

Метод дозволяє перевірити властивості 1…4  
Метод фазових діаграм також відображає діалоговий підхід до 

перевірки протоколів, але використовує графічну техніку для аналізу 
взаємодій. Метод дозволяє перевірити властивості 1 ... 5. 

Метод "прилеглих станів" . Деякі переходи в різних автоматах 
можна зв’язати один з одним і вважати, що вони виконуються тільки 
сумісно, тоді як решта не зв’язані один з одним переходи виконують-
ся незалежно. Метод використаний для перевірки протоколу X.25 і 
дозволяє перевірити властивості 1 ... 8. 

Метод сумісних шляхів. Даний метод розроблений для виявлен-
ня статичних блокувань. Він полягає в тому, що спочатку визнача-
ються ситуації блокування, а потім робиться перевірка того, чи 
можуть вони бути реально досягнуті. Такий підхід дозволяє аналізу-
вати не всю сукупність глобальних станів, а тільки ту підмножину, 
яка може привести до блокування. 
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Рис. 6.10. Виправлений протокол встановлення з’єднання 

Два шляхи називаються сумісними, якщо вони можуть бути роз-
роблені одночасно протокольними автоматами, що взаємодіють через 
середовище. Ступінь спільності шляхів залежить від характеристик 
передавального середовища так, що погіршення характеристики збі-
льшує ступінь сумісництва. 

Аналіз специфікацій на основі формальних граматик. Техніка 
перевірки протоколу, описаного за допомогою формальної грамати-
ки, складається з двох етапів.  

Перший етап: 
- синтаксична перевірка специфікації, яка може бути виконана на 

етапі компіляції. Вона включає в себе перевірку наступних умов: у 
граматиці не повинно бути лівосторонньої рекурсії, а початкові сим-
воли альтернатив в породжуючих правилах повинні відрізнятися. Ви-
конання цієї умови дозволяє скористатися стандартними методами 
спадного розбору без повернень; 

- в граматиці не повинно бути породжуючих правил; 
- при наявності в граматиці породжуючих правил, що визначають 

цикли, в граматику вводять обмеження на кількість повторів цих ци-
клів з метою попередження нескінченних циклів (наприклад, обме-
жується кількість повторних передач). 

Відсутність синтаксичних помилок у граматиці ще не гарантує ко-
ректності протокольних властивостей, тому пропонується другий 
етап перевірки, заснований на аналізі досяжних глобальних станів і 
використовуючий модель "перевірочного автомата" VA (Validation 
Automat). Ідея полягає в представленні каналу між взаємодіючими 
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автоматами у вигляді матриці черг повідомлень і підтверджень, а та-
кож визначень операцій роботи з чергами, котрі в свою чергу, можуть 
змінити стан системи. Перевірочний автомат VA отримує з грамати-
ки дій шляхом заміни всіх термінальних дій на відповідні операції. 

Метод дозволяє зручно моделювати властивості передаючого се-
редовища і перевірити властивості 1 ... 6. 

Розвиток методів аналізу досяжних станів. Як уже зазначалося, 
істотним недоліком методу аналізу досяжності є швидке зростання 
числа глобальних станів при переході до складних протоколів. 
Останнім часом розроблено ряд методів, в котрих для розв’язання 
проблеми розмірності пропонуються наступні шляхи: 

1 – декомпозиція, заснована на розбитті протокольної моделі на 
підмоделі (фази, функції або модулі); 

2 – редукція, заснована на аналізі попередньо створеної обмеженої 
множини еквівалентних в деякому розумінні станів. 

Розроблений метод, який дозволяє вважати ряд послідовностей 
взаємодій протокольних автоматів як еквівалентні, що забезпечується 
за рахунок введення певних правил впорядкування, а саме всі еквіва-
лентні послідовності характеризують одні й ті ж кроки, що викону-
ють автоматами при переході від одного стабільного стану до 
другого, і відрізняються тільки порядком виконання переходів  у часі. 
Кожна підмножина еквівалентних послідовностей має свого предста-
вника – канонічну послідовність. Описаний алгоритм генерації кано-
нічних послідовностей для двох взаємодіючих автоматів; 

3 – обмеження числа виявлених помилок. Методи цього напрямку 
передбачають виявлення тільки помилок з обмеженої множини їх ви-
дів. Це пояснюється тим, що в результаті введення канонічних послі-
довностей не можуть бути виявлені помилки, котрі визначаються 
порядком виконання переходів взаємодіючих автоматів (динамічні 
блокування і переповнення каналів); 

4 – побудова дерева досяжних станів для кожного із взаємодіючих 
автоматів замість загального дерева досяжних глобальних станів. При 
цьому розмірність дерев (графів) обмежується параметрами, що задає 
користувач. Оцінка складності обох підходів в гіршому випадку 
представляє собою експоненційну залежність, але метод дає меншу 
експоненту. 

В основі метода лежить можливість шляхом аналізу логіки функ-
ціонування одного з взаємодіючих автоматів робити правильні ви-
сновки щодо результатів роботи всього протоколу. Завершеність 
алгоритму гарантується для випадку двох взаємодіючих автоматів і 
каналів кінцевої ємності. 
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6.6.2.  Перевірка мереж Петрі 

Звичайні мережі Петрі. Для звичайної мережі Петрі (МП) існує до-
бре розроблений апарат аналізу її властивостей [10]. Встановивши від-
повідність між цими властивостями і властивостями коректності 
протоколу, можна отримати засоби аналізу протокольних специфікацій. 
Зробимо неформальний опис властивості і визначення МП. 

Перехід t  називається живим для розмітки M , якщо з будь-яких 
розміток M ′ , досяжних з M , існує послідовність, що містить перехід t . 
Мережа Петрі вважається живою, якщо всі переходи живі. 

Мережа Петрі називається обмеженою, якщо, для будь-якого 
p P∈  існує ціле 0iK > , таке, що для всіх досяжних розміток викону-
ється ( )i iM p K≤ . Якщо для всіх позицій 1iK = , то мережа назива-
ється безпечною. 

Послідовність спрацювання переходів σ  називається повторюва-
ною, якщо будь яка розмітка, що породжує σ , породжує також 
σ σσ′ = … . Якщо множина переходів T′ , що входять до σ , дорівнює 
множині переходів мережі T , то МП називається повторюваною. 

Можна показати, що якщо МП жива і обмежена, то властивості 
коректності відповідного протоколу будуть задовольнятися. 

Існує три підходи до аналізу властивостей МП: 
– побудова графа досяжних розміток; 
– дослідження структури графа МП; 
– доведення інваріантів. 
Аналіз властивостей МП за графом досяжності дає найбільш по-

вну характеристику, оскільки граф досяжності перераховує всі розмі-
тки і всі послідовності спрацьовування переходів. Властивість 
живості розпізнається за наявністю для кожного t T∈  нескінченої по-
слідовності спрацювань. Властивість обмеженості – по відсутності 
двох розміток M ′  і M ′′ , що належать одній і тій же послідовності 
спрацювань переходів, таких, що M M′ ′′> . Крім того, даний метод 
дозволяє визначити, чи досяжна задана розмітка. 

Використання методу аналізу графа досяжних розміток можливо 
тільки в тому випадку, якщо граф кінцевий. 

Методи, що використовують аналіз структури МП, відомі для кла-
су мереж з вільним вибором[14] . 

Використання методу доказу інваріантів для аналізу властивостей 
МП полягає в наступному. Вводиться матриця інцидентності ме-
режі розмірності m n×  (m – число позицій, n– число переходів), 
елементи котрої ijC  визначаються наступним чином: 
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( , ),

( , ),

0, ' ,

i j i

ij j i i

i j

v p t якщо p t

C v t p якщо p t

якщо p і t непов язані дугою

′ ∈


′= − ∈



 (6.8)

де ( , )i jv p t  – кратність дуги ( , )i jp t ; ( )t t′  – множина вершин, інциде-

нтних вхідним (вихідним) дугам. Визначаються T - і P -інваріанти, 
котрі перелічують послідовності переходів і підмножин позицій від-
повідно, зберігаючи зважену суму міток при всіх досяжних розміт-
ках. Доказ інваріантів виконується за допомогою алгебраїчних 
операцій над матрицями інцидентності. Самі інваріанти виводяться з 
аналізу структури мережі і використовуються для перевірки загаль-
них властивостей коректності протоколів. 

Часові мережі Петрі. Аналіз загальних властивостей ЧМП вико-
нується за допомогою графа досяжних розміток, як і для звичайної 
МП. Введення часових обмежень на спрацювання переходів суттєво 
збільшує виразну потужність мережі, але в загальному випадку ро-
бить нерозв'язуваною проблему обмеженості і живості. 

Розширені мережі Петрі. Для перевірки властивостей МП-ЦМ 
використовується аналіз графа досяжних розміток, оскільки правила 
спрацювання МП-ЦМ дозволяють побудувати такий граф. Проблеми 
аналізу графа виникають лише у разі його великої розмірності, тому 
що, незважаючи на те, що МП-ЦМ дозволяє відобразити систему 
компактно, число станів системи може бути досить велике. 

Перевірка властивостей МП-ПП і МП-ПД виконується за допомо-
гою методу доказів інваріантів у чистому вигляді або в комбінації з 
аналізом графа досяжних розміток. Зокрема, управляюча структура 
може бути перевірена тими ж засобами, що і звичайна МП. При пере-
вірці всієї системи і в цілому можна скористатися наступною особли-
вістю. Додавання предикатів до МП може тільки зменшити число 
досяжних розміток. Таким чином, обмеженість звичайної МП тягне 
обмеженість предикатної МП. Це не стосується властивості живості, 
доказ якої для МП-ПП представляє значні труднощі. 

6.6.3.  Перевірка коректності регулярних виразів 

В цьому методі регулярні вирази використовуються для опису по-
ведінки кожного протокольного об'єкта, а їх взаємодію визначають 
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спеціальним "крос-оператором". Отримані в результаті використання 
крос-оператора вирази називають протокольними. 

Даний метод дозволяє перевіряти властивості 1 ... 4. 

6.6.4.  Синтез протоколів 

Альтернативним підходом до перевірки на коректність існуючої 
специфікації є синтез завідомо коректних протоколів. Під синтезом 
розуміють побудову специфікації протоколу за допомогою правил, 
що гарантують виконання деякої наперед заданої множини властиво-
стей. Методи синтеза протоколів найчастіше основані на покроко-
вому процесі доповнення діаграм станів кінцевого автомата, що 
використовуються для специфікацій протоколів. 

Відомо декілька підходів до синтезу протоколів. В першому під-
ході  розроблені три правила проектування протоколу, що описує 
взаємодію двох автоматів через ідеальні канали FIFO (тобто в кана-
лах відсутні помилки, пов'язані з втратою, спотворенням, дублюван-
ням або розупорядкуванням). У синтезованому протоколі 
гарантується виконання властивостей 1 ... 5. Процес синтезу полягає 
в добудові спрямованих графів, що специфікують протокольні авто-
мати, з використанням інтерактивної взаємодії з проектувальником. 
Втручання проектувальника потрібно кожного разу, коли в специфі-
кації одного автомата необхідно визначити нову взаємодію. Додатко-
ві стани і переходи в специфікації іншого автомата, які є відповідною 
реакцією на нову взаємодію, добудовуються автоматично відповідно 
до правил проектування. В алгоритмі синтезу сформульовані умови, 
при яких процес побудови графів завершується. В запропоновано 
розширення методу для більшої кількості взаємодіючих автоматів. 

В іншому методі розроблені правила, що дозволяють розглядати 
неідеальні канали, що відрізняються від FIFO. В процесі синтезу од-
ночасно будуються діаграми станів для кожного об'єкта і дерево гло-
бальних станів для протоколу в цілому. Глобальні стани описані 
квадратною матрицею, діагональні елементи котрої відповідають 
станам автоматів, а решта – станам черг, моделюючих канали між ав-
томатами. Пропонуються чотири правила синтезу протоколів. Два 
перших визначають алгоритм, відповідно якому при прийомі і пере-
дачі повідомлень в діаграму станів протокольного автомата додають-
ся нові вузли. Третє правило описує вплив типу каналу на 
конструювання згаданої діаграми станів (враховується послідовність 
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надходження повідомлень з каналів). Відповідно четвертому правилу 
після використання кожного з перших трьох правил дерево глобаль-
них станів необхідно перевірити відносно заданої множини властиво-
стей. В результаті забезпечується виконання в синтезованому 
протоколі властивості 1, 2, 4 ... 7. Обидва розглянутих вище методи в 
якості початкової інформації використовують неформальний опис 
протоколів. 

В третьому підході [1] на основі відомої специфікації в цілому 
сформульовані правила побудови специфікації нового модулю, якого 
не вистачає. Наприклад, може бути задана специфікація, наданого 
протоколом сервісу і специфікація одного з протокольних об'єктів. 
Метод дозволяє отримати специфікацію іншого протокольного об'єк-
та так, щоб специфікації обох протокольних об'єктів в цілому були 
узгоджені з специфікацією сервісу, тим самим забезпечується вико-
нання властивостей протоколів 1, 2, 4, 5, 7. 

6.7.  Методи верифікації 

Як вже зазначалось, під верифікацією розуміється доказ того, що 
специфікація протокольних об'єктів рівня, що досліджується разом з 
специфікацією сервісу нижніх рівнів, які використовується даними 
об'єктами, узгоджена з описом сервісу, що надається цим рівнем про-
токолу Задача верифікації більш складна і менш дослідження, ніж за-
дача аналізу коректності. Нижче наведені окремі методи верифікації 
протокольних систем. Спочатку розглянемо можливість застосуван-
ня для верифікації методу аналізу досяжних станів, а потім – методів 
логічного доказу. 

6.7.1.  Використання аналізу досяжних станів для верифікації 
протоколів 

Метод аналізу досяжних станів забезпечує достатньо потужний і 
універсальний механізм для аналізу протокольних систем. Раніше бу-
ла описана методика його використання для перевірки коректності 
специфікацій. 

Розглянемо протокольні специфікації об'єктів рівнів ( 1)N − , N  і 
( 1)N + . Процес верифікації складається з трьох кроків. 
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Перший крок включає перевірку обмежень, що накладаються ви-
користовуваним сервісом. Для його виконання необхідно: виділити 
проекцію специфікації N -об'єкта на ( 1)N −  використаний сервіс, ви-
ділити проекцію специфікації ( 1)N −  -об'єкта на N - наданий сервіс, 
отримані проекції перевірити методом аналізу досяжних станів на 
коректність взаємодії. 

Другий крок аналогічний перевірці локальних обмежень, накладе-
них наданим сервісом. Він складається з того, щоб виділити проек-
цію специфікації N -об'єкту на N - наданий сервіс, виділити проекцію 
специфікації ( 1)N +  - об'єкти на N - використаний сервіс і виконати 
верифікацію отриманих проекцій методом аналізу досяжних станів. 

Третій крок полягає в аналізі сукупності специфікацій локального 
N  і віддаленого N′ об'єктів з урахуванням сервісних примітивів. Для 
цього будується дерево досяжних станів, з котрого крім перевірки 
властивостей коректності можна отримати множину глобальних сер-
вісних послідовностей. Далі ця множина порівнюється з допустимою 
множиною сервісних послідовностей і робиться висновок щодо узго-
дженості специфікацій N -об'єктів використаного і наданого сервісу 
між собою. Допустима множина сервісних послідовностей визнача-
ється або методом проекції дерева глобальних станів об'єктів-
користувачів на використаний сервіс, або стандартом на сервіс. 

6.7.2.  Метод логічної індукції по числу подій 

Метод оснований на використанні математичної індукції і отри-
мав розвиток при доказі правильності програм[15]. Метод оснований 
на деяких аксіомах або правилах верифікації. Для запису правил ве-
рифікації використовується наступна формула: 

{ } { }i jA S A , (6.9)

де iA  і jA  – індуктивні твердження, а S – фрагмент специфікації про-

токолу. Такий запис значить, що якщо безпосередньо перед виконан-
ням S справедливе iA  (передумова), то після виконання S (якщо воно 
закінчено) справедливе jA  (післяумова). 

Якщо у вигляді тверджень виразити вимоги, пред’явлені до сервісу, 
наданому протоколом, то, довівши ці твердження для всіх можливих 
дій і переходів протокольної системи, ми виконаємо її верифікацію. 
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Часто твердження, що визначають вимоги сервісу, повинні бути 
справедливими незалежно від подій і переходів протокольного объе-
кту. Такі твердження називаються інваріантними системами. Для 
доказу інваріанта I  використовується метод індукції за числом подій, 
який полягає в наступному [15]: 

– перевіряється виконання 0I , тобто справедливість твердження I  
для початкового стану системи; 

– для переходу t , що переводить систему зі стану P  в стан P′ , 
перевіряється, що { }p t t pI P S I істина′ = , де tP  – предикат, що до-

зволяє перехід t , а tS  – послідовність дій, пов'язаних з виконан-
ням переходу t . Іншими словами, перевіряється, що якщо 
твердження істинне для деякого стану P  системи і виконується 
перехід t , котрий переводить систему в стан P′  і виконується 
при цьому дія tS , то істинність твердження зберігається. 

Дана задача аналогічна традиційній задачі, що розв'язується при 
доказі правильності програм методом індуктивних тверджень, якщо 
перехід t  порівняти з деякою точкою програмної специфікації, а по-
слідовність дії tS  – з послідовністю програмних операторів. 

Важливо відзначити, що даний метод дозволяє здійснити верифі-
кацію тільки часткової коректності. Тобто при роботі протоколу га-
рантується його коректне функціонування, проте не розглядається 
така важлива проблема, як досяжність протоколом певних станів. 

6.7.3.  Використання часової логіки  

Іншим способом верифікації повної коректності є використання в 
інваріантах і твердженнях виразів часової логіки. Так, повна корект-
ність може бути доведена, якщо показати, що специфікація має влас-
тивості безпеки і живості. 

6.7.4.  Комбінаторні методи 

Як вже відмічалось, метод логічної індукції дозволяє виконати лише 
часткову верифікацію. Для повноти верифікації метод можна об'єднати 
з аналізом досяжних станів. При цьому розвиток системи відображаєть-
ся в досяжних його станах, а вимоги до системи (сервіс) у твердженнях. 
Такі комбіновані методи зручно застосовувати для верифікації специ-
фікацій, заснованих на моделях розширених автоматів, тому що вони 
мають як властивості автомата, так і звичайних програм. 
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6.7.5.  Модель управління взаємодією відкритих систем 

Виділяють три категорії управління ресурсами ВВС: 
1) управління системами; 
2) управління N -рівнем; 
3) операції N -рівня. 

Управління системами забезпечує механізми контролю, управля-
ючих дій і координації всіх ресурсів ВВС всередині операційної сис-
теми. Воно забезпечує управління ресурсами ВВС, які стосуються до 
одного або декількох рівнів. Управління системами є єдиним засо-
бом, що забезпечує управління сукупністю рівнів. Передача даних 
при управління системами здійснюється за допомогою протоколів 
прикладного рівня. Функції управління системами, що локалізовані у 
відкритій системі, реалізуються прикладним процесом управління 
системами, частина якого, що стосується передачі даних, називається 
прикладним об'єктом управління системами. 

Управління N -рівнем забезпечує механізм контролю, управляючих 
дій і координації ресурсів ВВС N -рівня. Управління N -рівнем може 
діяти на сукупність елементів зв'язку. Об'єкти управління N -рівнем 
взаємодіють один з одним для забезпечення управляючих дій на ресур-
си ВВС N -рівня, що використовуються для передачі даних між відпо-
відними відкритими системами. Для передачі даних з метою 
управління N -рівнем використовуються протоколи управління систе-
мами, протоколи управління N -рівнем або протоколи обох категорій. 

Операції N -рівня забезпечують сукупність засобів управляючих 
дій і управління одним елементом зв’язку. Тільки один елемент 
зв’язку всередині одного рівня може підлягати дії цього типу управ-
ління ВВС. 

6.8.  Тестування протокольних реалізацій 

Незважаючи на розвиток методів формальних описів, аналізу ко-
ректності та верифікації протоколів і сервісів, тестування грає важли-
ву роль в погоджені розроблених в рамках мережевих архітектур 
різнорідних пристроїв і програмно-апаратних реалізацій протоколів. 
Це пояснюється тим, що багато реалізацій поки що отримуються "ру-
чними" способами. Крім того, навіть реалізації, отримані автоматич-
но з специфікацій, функціонують в різнорідних програмно-апаратних 
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середовищах і операційних системах, що залишаються за межами об-
ласті специфікації. 

Архітектура і способи застосування систем тестування в розподі-
леному оточенні відрізняються від традиційних систем тестування. 
Щоб усунути розбіжності в методах тестування різних дослідницьких 
груп і виробити загальну методологію, в ISO була створена цільова 
робоча група з тестування реалізацій, що виконуються в рамках ета-
лонної моделі взаємодії відкритих систем (модель OSI). 

Спочатку до засобів тестування були розроблені загальні вимо-
ги. Ці засоби повинні бути основані на використанні стандартних 
специфікацій, бути достатньо загальними, щоб бути незалежними від 
окремих реалізацій, модульними, щоб адаптуватися до вимог корис-
тувачів, і простими у використанні. 

При виборі архітектури тестування звичайно враховують два ос-
новних фактори: 

1) реалізація, що тестується (ТР) повинна розглядатися як 
"чорна скриня", тобто без урахування її внутрішньої струк-
тури, 
2) система тестування повинна бути розподіленої і забезпе-
чувати можливість тестування на віддаленій ЕОМ. 

Наслідком цих факторів явилося те, що розробляються архітекту-
ри тестування, які також, засновані на еталонній моделі OSI. 

Розроблена абстрактна методологія тестування, яка розглядає три 
групи – локальні, розподілені і віддалені методи тестування. Кожна 
група може розглядати ТР як об'єкт одного рівня або сукупність об'-
єктів декількох суміжних рівнів (рис.  6.11). 

Після визначення абстрактної методології тестування проводять 
інтенсивні роботи в області розробки методів генерації послідовнос-
тей тестових подій, в якості яких використані неподільні елементи 
тестування на обраному рівні абстракції. 

Тестування системи в широкому сенсі складається з перевірки того, 
що її поведінка на концептуальній межі між ТР і оточенням відповідає 
передбачуваному. Розрізняють вхідні тестові події (від оточення до ТР) і 
вихідні тестові події (від ТР до оточення). В принципі вхідні події мо-
жуть подаватися оточенням недетерміновано, але в дійсності поведінка 
систем, що проектується передбачає певну поведінку оточення, тому 
конкретна тестова подія (вхідна або вихідна) визначає можливі наступні 
події. Як наслідок, виникає необхідність опису абстрактної поведінки 
оточення і ТР для отримання тестових сценаріїв в термінах абстрактних 
примітивів сервісу і елементів протокольних даних. 
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Рис. 6.11. Локальний (а), розподілений (б) и віддалений (в) 
методи тестування 

Тестовий сценарій можна розглядати як об'єднання окремих тес-
тів, кожний з яких містить множину подій для досягнення визначеної 
мети (наприклад, встановлення з'єднання, відміни з'єднання і т.д.). 
Об'єднання вхідних і викликаних ними вихідних подій розглядається 
в тесті як неподільне ціле. Якщо специфікація допускає впорядкуван-
ня вхідних подій у часі, то тест вважається послідовним. 
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6.9.  Адміністративне управління інформаційно - 
обчислювальними мережами 

Як і більшість стандартів міжнародної організації зі стандартизації 
(ISO), стандарти управління взаємодією відкритих систем (OSI) рег-
ламентують процедури, що безпосередньо стосуються передачі інфо-
рмації. В рамках таких процедур в управлінні OSI визначені основні 
інформаційні служби, що забезпечують обмін інформацією в інтере-
сах п'яти виділених груп функцій управління, названих дисциплінами 
управління. Об’єднання функцій управління серед виділених дисцип-
лін обумовлене тими аспектами функціонування відкритих систем, з 
якими пов'язані дані функції управління. 

6.10.  Архітектура управління взаємодією відкритих систем 

6.10.1.  Концепції управління OSI 

Архітектура управління взаємодією відкритих систем визначає 
ВВС: термінологію і основні принципи концепції управління; модель 
управління і склад служб управління; особливості управління ВВС. 

Функціональне оточення управління ВВС являє собою підмножи-
ну загального функціонального оточення ВВС, що відноситься до за-
собів і служб управління взаємодією і ресурсами ВВС. 
Функціональне оточення управління ВВС забезпечує засоби як для 
збирання даних і здійснення управляючим персоналом, так і для об-
робки повідомлень щодо подій і звітів про стан ресурсів ВВС. 

До ресурсів ВВС належать: засоби, необхідні для функціонування 
протоколів ВВС, і дані управління, що забезпечують інформацією 
про стан функціонального оточення ВВС. 

В рамках управління ВВС виділяються наступні дисципліни: 
1) управління при відмовах; 
2) управління обліком; 
3) управління конфігурацією і іменами; 
4) управління ефективністю функціонування; 
5) управління безпекою. 

Управління при відмовах – сукупність засобів, ініційованих у 
результаті ненормальної роботи функціонального оточення ВВС. 
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Відмови проявляються у вигляді збоїв при функціонуванні операцій-
ної системи. Управління відмовами надає засоби для обслуговування 
і аналізу файлів реєстрації збоїв, прийому і обробки повідомлень що-
до виявлення збоїв, адміністративного супроводження збоїв, вико-
нання послідовності тестів, виправлення відмов. 

Управління обліком – сукупність засобів, що забезпечують ви-
значення вартості ресурсів і сплати за їх використання. Управління 
обліком надає засоби для оповіщення користувача про сплату або 
об’єм використаних ресурсів, встановлення облікових лімітів на ви-
користання ресурсів, визначення вартості використання сукупності 
ресурсів. 

Управління конфігурацією та іменами – сукупність засобів 
управління, ідентифікації, збору і надання даних, що забезпечують 
безперервне функціонування служб взаємодії. Включає засоби уста-
новки параметрів відкритих систем, ініціалізації і закриття ресурсів 
ВВС, збору даних про стан відкритих систем, забезпечення конкрет-
ними даними за запитом. 

Управління ефективністю функціонування – сукупність засо-
бів, необхідних для оцінки поведінки ресурсів ВВС і ефективності 
діяльності щодо взаємодії. Сюди відносять збір статистичних даних, 
необхідних для обслуговування і аналізу файлів реєстрації станів си-
стем. 

Управління безпекою – сукупність засобів захисту ресурсів ВВС, 
тобто засобів санкціонування, контролю доступу, шифрування і 
управління ключами, аутентифікація, обслуговування та аналізу ре-
єстраційних файлів безпеки. 

6.10.2.  Обмін інформацією управління 

Розрізняють три категорії обмінів інформацією управління ВВС: 
1) управляючі дії; 
2) передача інформації; 
3) повідомлення про події. 

Обмін інформацією управління розглядається як двостороння вза-
ємодія, в якій сторони виконують ролі ініціатора або відповідача для 
кожного одиничного акту обміну. 

Ініціатор формує управляючі дії, тобто видає запит на певну фун-
кцію управління. Відповідач формує відповідь на управляючий запит. 
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Діяльність щодо передачі інформації реалізується в запитах, що 
видає ініціатор, на певну інформацію і в відповідях, що формує від-
повідач. 

Повідомлення щодо подій формуються і посилаються ініціатором. 
Якщо вимагається підтвердження на прийом такого повідомлення, то 
воно формується відповідачем у вигляді відповіді. 

6.10.3. Функціональна повнота управління 

При умові функціональної повноти на всіх семи рівнях відкритої 
системи OSI (прикладний, представницький, сеансовий, транспорт-
ний, мережевий, канальний, фізичний) для взаємозв’язку прикладних 
об’єктів управління системами повинні використовуватися засоби 
управління системами. 

При умові функціональної повноти на рівнях від 1 до ( 1)N −  для 
взаємозв’язку між об’єктами управління N -рівнем повинні викорис-
товуватися засоби управління цим рівнем. 

Для повноти використання засобів управління системами відкрита 
система повинна мати відповідну функціональну повноту на всіх се-
ми рівнях. Інакше функціональна повнота управління даною відкри-
тою системою обмежена сукупністю окремих засобів управління 
рівнями даної відкритої системи. 

Для підтримки управління N -рівнем відкрита система повинна 
мати функціональну повноту на рівнях від 1 до ( 1)N − . Якщо такої 
повноти немає, і відсутня підтримка для прикладних об’єктів управ-
ління системами, то функціональна повнота управління, що забезпе-
чується даною відкритою системою, обмежена засобами управління, 
що забезпечують протоколи ( 1)N −  рівня даної відкритої системи. 

Прикладні об’єкти управління системами можуть бути присутні у 
відкритій системі незалежно від існування об’єктів управління N -
рівнем на кожному з рівнів. 

6.10.4.  Інформаційна база даних управління (ІБДУ) 

ІБДУ являє собою множину даних управління ВВС у відкритій 
системі, доступних для функціонального оточення ВВС. Передача 
цих даних між відкритими системами здійснюється з використанням 
протоколів управління ВВС. 
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6.10.5.  Модель потоку керуючих впливів 

Процеси, що забезпечують управління ВВС, отримують управля-
ючі дії: 

1) від людей і (або) програмного забезпечення, що функціо-
нують в якості адміністративних агентів, локальних для цьо-
го процесу управління; 
2) від віддалених систем через їх прикладні об’єкти управ-
ління системами, об’єкти управління N -рівнем, об’єкти N -
уровня. 

Абстрактні синтаксис і семантика потоку управляючих дій всере-
дині функціонального оточення ВВС визначаються синтаксисом і се-
мантикою протоколів ВВС. 

6.10.6.  Модель потоку даних і ІБДУ 

Вся інформація управління ВВС всередині відкритої системи є час-
тиною ІБДУ цієї системи. Інформація формується і використовується: 

1)   локальними агентами управління; 
2) віддаленими відкритими системами через протоколи: 
управління, управління N -рівнем, N -рівня. 

6.11.  Архітектура забезпечення безпеки 

Архітектура забезпечення безпеки розширює область застосуван-
ня еталонної моделі ВВС при передачі даних між відкритими систе-
мами [1]. Вона містить загальний опис служб безпеки і відповідних 
механізмів, що забезпечуються еталонною моделлю, визначає розта-
шування даних служб і механізмів у ВВС. 

6.11.1.  Служби безпеки 

Служба аутентифікації однорівневих об’єктів забезпечує підтве-
рдження справжності одного або декількох взаємодіючих об’єктів 
при встановленні з’єднання або періодично протягом фази передачі 
даних. 
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Служба аутентифікації джерела даних N -рівня забезпечує підтве-
рдження ( 1)N + -рівню того, що відправником даних є об’явлений 
об’єкт ( 1)N + -рівня. 

Контроль доступу забезпечує захист від несанкціонованого вико-
ристання ресурсів. Цими ресурсами можуть бути як ресурси ВВС, так 
і інші ресурси, доступні через протоколи ВВС. 

Служби секретності даних забезпечують їх захист від несанкціо-
нованого розкриття. 

Служба засекречування з’єднання забезпечує секретність всіх да-
них N -користувача при передачі по N -з’єднанню. 

Служба засекречування без з’єднання забезпечує секретність всіх 
даних N -користувача, що передаються в одному блоці даних служби 
N -рівня без встановлення з’єднання. 

Служба засекречування вибіркових полів забезпечує секретність 
вибіркових полів в даних N -користувача при передачі по N -
з’єднанню або в одному блоці даних служби N -рівня без встанов-
лення з’єднання. 

Служба засекречування потоку даних забезпечує секретність ін-
формації, що отримується при аналізі потоків даних (наявність, від-
сутність, об’єми, напрямок і інтенсивність потоків). 

Служби цілісності з’єднання з відновленням направлена на за-
безпечення цілісності всіх даних N -користувача при передачі по N -
з’єднанню з виявленням будь-якої модифікації, вставок, знищення і 
повторів будь-яких даних по всій послідовності блоків даних служби 
із можливістю відновлення. 

Служба цілісності з’єднання без відновлення аналогічна службі 
цілісності з’єднання з відновленням, але не містить процедур віднов-
лення. 

Служба цілісності вибіркових полів з’єднання забезпечує ціліс-
ність вибіркових полів даних N -користувача в блоці даних N -
служби при передачі по N -з’єднанню і приймає форму визначення 
факту модифікації, вставок, знищення і повторів вибіркових полів. 

Служба цілісності без з’єднання забезпечує цілісність одного бло-
ку даних N -служби без встановлення з’єднання і приймає форму ви-
значення факту модифікації прийнятого блоку даних служби. 
Додатково можуть забезпечуватися обмежені форми виявлення вста-
вок і повторів. 

Служба цілісності вибіркових полів без з’єднання забезпечує цілі-
сність вибіркових полів в одному блоці даних служби, що передаєть-
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ся без з’єднання, і приймає форму визначення факту модифікації ви-
біркових полів. 

Служба захисту від відмов може приймати одну або обидві на-
ступні форми. 

Служба захисту від відмов з підтвердженням джерела забезпечує 
одержувача необхідними доказами походження даних, що захищають 
від спроб відправника помилково відмовитися від факту посилки да-
них або від їх вмісту. 

Служба захисту від відмов з підтвердженням доставки забезпечує 
відправника необхідними доказами доставки даних, що захищають 
від спроб одержувача помилково відмовитися від факту прийому да-
них або від їх вмісту. 

6.11.2.  Спеціальні механізми забезпечення безпеки 

Наступні механізми можуть бути впроваджені в N -рівень для за-
безпечення послуг, розглянутих в п. 6.7.2. 

Механізми шифрування. Шифрування може забезпечити секрет-
ність переданих даних і (або) інформацію щодо потоків даних. Виді-
ляють два класи алгоритмів шифрування: 

1) симетричне (з використанням секретного ключа шифру-
вання і дешифрування); 
2) асиметричне (з використанням ключа загального користу-
вання), при якому значення ключа шифрування не передба-
чає знання ключа дешифрування і навпаки. Два ключа таких 
систем зазвичай називають “ключем загального користуван-
ня ” і “приватним ключем”. 

Наявність механізму шифрування передбачає використання меха-
нізмів управління розподілом ключів. 

Механізми цифрового (електронного) підпису, які включають 
процедури закриття блоків даних і перевірки закритого блоку даних. 

Перший процес використовує приватну для закриваючої сторони 
інформацію (унікальну і секретну), другий – відкриті процедури і ін-
формацію, які не дозволяють вивести приватну інформацію закрива-
ючої сторони. 

Процес закриття використовує шифрування блоку даних або фор-
мування криптографічної контрольної суми даних, що здійснюється 
за допомогою такої інформації, як приватний ключ. 
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Процес перевірки використовує відкриті процедури і інформацію 
для визначення відповідності підпису і приватної інформації закри-
ваючої сторони. 

Механізми контролю доступу здійснюють перевірку повнова-
жень об’єкта на доступ до ресурсів. Використання механізмів конт-
ролю доступу ґрунтується на наступних елементах: 

1) інформаційна база контролю доступу, в якій підтримуєть-
ся інформація щодо прав доступу до ресурсів повноважних 
об’єктів одного рівня; 
2) інформаційна аутентифікація, така як паролі, розташуван-
ня і форма представлення котрих є свідоцтвом повноважень 
здійснюючих доступ об’єктів; 
3) санкції, розташування і форма представлення яких, є сві-
доцтвом права на доступ до об’єкту або ресурсу, заданому 
санкцією; 
4) мітки безпеки, які, будучи пов’язаними з об’єктом, можуть 
бути використані для дозволу або відмові на доступ у відпо-
відності до політики забезпечення безпеки; 
5) час спроби доступу і (або) тривалість доступу; 
6) тривалість і (або) маршрут спроби доступу. 

Механізми контролю доступу можуть застосовуватися до будь-
якого з учасників асоціації зв’язку і (або) в будь-якому проміжному 
об’єкті. 

Механізми забезпечення цілісності даних. Є два аспекти ціліс-
ності даних: цілісність одного блоку даних або поля і цілісність пото-
ку блоків даних або полів. В загальному випадку використовуються 
механізми, що забезпечують обидва типи цілісності даних. 

Визначення цілісності одного блоку даних включає два процеси: 
на  передаючому об’єкті і на приймаючому об’єкті. Передаючий 
об’єкт додає до блоку даних ознаку, значення якої є функцією від са-
мих даних. Приймаючий об’єкт формує відповідне число і порівнює 
його з отриманою ознакою. Даний механізм не захищає від дублю-
вання блоків даних. 

Виявлення змін на відповідних рівнях архітектури забезпечення 
безпеки може викликати дії з відновлення на даному рівні або на рів-
ні, що лежить вище. 

Для передачі даних по з’єднанню захист цілісності послідовності 
блоків даних (усунення невпорядкованості, втрати, повторів і вставок 
або модифікації даних) вимагає додатково деякої форми послідовної 
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нумерації; в іншому випадку можуть використовуватися мітки часу 
або криптографічні ланцюги. 

Для передачі в режимі без встановлення з’єднання обмежену фор-
му захисту цілісності послідовності блоків даних можуть забезпечити 
мітки часу. 

Механізми забезпечення аутентифікації. Для забезпечення ау-
тентифікації використовуються паролі, що формуються передаючим 
об’єктом і перевіряються приймаючим об’єктом; криптографічні ме-
тоди; перевірка характеристик об’єкта. 

Механізми забезпечення аутентифікації можуть бути впроваджені 
в N -уровень з метою забезпечення аутентифікації об’єктів одного 
рівня. 

Використані методи аутентифікації можуть поєднуватися з проце-
дурою ”триразового рукостискання ”. 

Вибір методу забезпечення аутентифікації залежить від умов, в 
яких він буде застосовуватися. В багатьох випадках ці механізми не-
обхідно застосовувати разом з мітками часу і синхронізацією годин-
ників; дво- і триразовим рукостисканням; службою захисту від 
відмов, що забезпечена механізмами електронного підпису і (або) 
огляду. 

Механізми заповнення тексту можуть застосовуватися для за-
безпечення різного рівня захисту від аналізу потоків. 

Механізми управління маршрутом. Маршрути можуть обирати-
ся динамічно або бути заздалегідь заданими з тим, щоб використову-
вати тільки фізично безпечні субмережі, комутатори (ретранслятори 
мережевого рівня) або канали. 

Кінцеві системи при виявлені постійних спроб нав’язування мо-
жуть вимагати від постачальника мережевих послуг встановлення 
з’єднання по іншому маршруту. 

Дані, що містять певні мітки, можуть передаватися у  відповіднос-
ті з політикою забезпечення безпеки через задані субмережі, комута-
тори або канали. Крім того, ініціатор з’єднання (або відправник 
блоків даних, що передаються в режимі без встановлення з’єднання) 
може задавати маршрут в обхід конкретних субмереж, комутаторів 
або каналів. 

Механізми огляду. Характеристики даних, що передаються між 
двома або більше об’єктами, такі як цілісність, джерело, час і одер-
жувач, можуть підтверджуватися за допомогою механізму огляду. 
Дане підтвердження забезпечується третьою стороною, котрій дові-
ряють обидві сторони і котра має необхідну інформацію. 
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6.11.3.  Загальні механізми забезпечення безпеки 

Загальними називають механізми забезпечення безпеки, які не 
стосуються певної служби N -рівня. 

Гарантована функціональність. Гарантована функціональність 
повинна забезпечуватися для розширення можливостей або підви-
щення ефективності інших механізмів забезпечення безпеки. Будь-які 
функції, що реалізують механізми забезпечення безпеки, повинні за-
слуговувати довіру. 

Виявлення і обробка подій. Різні механізми забезпечення безпе-
ки можуть виявляти порушення умов забезпечення безпеки. Дії, що 
вживаються в такій ситуації, можуть включати: процедури віднов-
лення; реєстрацію подій; місцевий звіт щодо події; віддалений звіт 
щодо події; одностороннє роз’єднання. 

Запис звіту щодо перевірки безпеки. Перевірка безпеки предста-
вляє собою незалежну перевірку системних записів і діяльності на 
відповідність заданим режимам безпеки. В рамках ВВС регламенту-
ється тільки інформація, що реєструється, і специфікація форматів 
для обміну реєстраційними записами. 

6.11.4.  Ілюстрація взаємозв'язку служб і механізмів 
забезпечення безпеки 

У табл. 6.3 представлений взаємозв'язок служб і механізмів забез-
печення безпеки (знак "+" означає, що механізм може використовува-
тися самостійно або в комбінації з іншими механізмами). 

6.11.5. Розміщення служб і механізмів безпеки  

Розподіл служб і механізмів безпеки за рівнями інформаційного 
обміну OSI наведено в табл. 6.4. 

Рівні інформаційного обміну OSI: 
1 - фізичний; 
2 - канальний; 
3 - мережевий; 
4 - транспортний; 
5 - сеансовий; 
6 - представницький; 
7 - прикладний. 
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Таблиця 6.3 
Взаємозв'язок служб і механізмів забезпечення безпеки 

Механізми (див. п. 6.2.2) 
Найменування служби 

1 2 3 4 5 6 7 8 
Аутентифікація однорівневих об'єктів + +   +    
Аутентифікація джерела даних + +       
Контроль доступу   +      
Засекречування з'єднання +      +  
Засекречування без з'єднання +      +  
Засекречування вибіркових полів +        
Засекречування потоку даних +     + +  
Цілісність з'єднання з відновленням +   +     
Цілісність з'єднання без відновлення +   +     
Цілісність вибіркових полів з'єднання +   +     
Цілісність без з'єднання + +  +     
Цілісність вибіркових полів без з'єднання + +  +     
Захист відмов з підтвердженням джерела  +  +     
Захист від відмов з підтвердженням доставки  +  +     

Таблиця 6.4 
Розподіл служб і механізмів безпеки за рівнями інформаційного 

обміну OSI 
Рівні 

Найменування служби 
1 2 3 4 5 6 7 

Аутентифікація однорівневих об'єктів   + +   + 
Аутентифікація джерела даних   + +   + 
Контроль доступу   + +   + 
Засекречування з'єднання + + + +   + 
Засекречування без з'єднання  + + +   + 
Засекречування вибіркових полів       + 
Засекречування потоку даних +  +    + 
Цілісність з'єднання з відновленням    +   + 
Цілісність з'єднання без відновлення   + +   + 
Цілісність вибіркових полів з'єднання       + 
Цілісність без з'єднання   + +   + 
Цілісність вибіркових полів без з'єднання       + 
Захист відмов з підтвердженням джерела       + 
Захист від відмов з підтвердженням доставки       + 
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6.12. Підсумковий коментар 

Основою для створення сумісних дорогих програмно-технічних 
виробів, що можуть служити для розвитку складних розподілених си-
стем, є застосування методів формального опису (МФО) протоколів і 
сервісів, які повно і однозначно визначають всі аспекти взаємодії. 

Можна виділити два типи формальних специфікацій: специфіка-
цію сервісів, які представляються протокольним рівнем, і специфіка-
цію поведінки протокольних об’єктів в процесі надання сервісів. 
Незважаючи на різницю цих двох типів специфікацій, до методів їх 
опису в ISO були розроблені єдині вимоги. МФО повинні забезпечу-
вати наступне: несуперечливу, ясну і точну специфікацію; основу для 
визначення повноти протоколів і сервісів, що описані; основу для 
аналізу протоколів і сервісів у відношенні коректності, ефективності 
ін.; засоби для верифікації того, що протоколи і сервіси відповідають 
вимогам архітектури, що розробляється; базу для визначення узго-
дженості стандартів один з одним; засоби для визначення відповідно-
сті реалізацій протоколів стандартам. 

Розглянуто дві групи автоматних моделей і моделей послідовнос-
тей, що використовують МФО для специфікації протоколів і сервісів, 
а також деякі формальні методи аналізу і верифікації протоколів. 

В технології розробки протоколів існує набір властивостей, 
обов’язкових для будь-яких протоколів. Тому перевірка коректності 
протоколу повинна забезпечувати доказ того, що специфікація про-
токолу має ці властивості. Властивості ці наступні: відсутність стати-
чного блокування; повнота; однозначність відповідності станів; 
відсутність надлишковості; обмеженість; відсутність динамічного 
блокування; завершеність (розвиток); самосинхронізація. Розроблені 
різні класифікації протокольних властивостей. 

Розглянуті особливості тестування розроблених в рамках мереже-
вих архітектур різнорідних пристроїв і програмно-апаратних реаліза-
цій протоколів. В ISO розроблена загальна абстрактна методологія з 
тестування реалізацій, що виконуються в рамках еталонної моделі 
взаємодії відкритих систем, яка розглядає три групи – локальні, роз-
поділені і віддалені методи тестування. 

Адміністративне управління інформаційно-обчислювальними ме-
режами  зумовлене стандартами (ISO) на управління взаємодією від-
критих систем (ВВС) і регламентує процедури, що безпосередньо 
стосуються передачі інформації. В рамках таких процедур в управ-
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лінні ВВС визначені основні інформаційні служби, що забезпечують 
обмін інформацією в інтересах п’яти виділених груп функцій управ-
ління. 

Архітектура управління ВВС визначає: термінологію і основні 
принципи управління; модель управління і склад служб управління; 
особливості управління ВВС. 

В рамках управління ВВС виділяються наступні дисципліни: 
управління при відмовах; управління обліком; управління конфігура-
цією і іменами; управління ефективністю функціонування; управлін-
ня безпекою. 

Розрізнюють три категорії обміну інформацією управління ВВС: 
управляючі дії; передача інформації; повідомлення щодо подій. 

Виділяють три категорії управління ресурсами ВВС: управління 
системами; управління N -рівнем; операції N -рівня. 

Архітектура забезпечення безпеки розширює область застосуван-
ня еталонної моделі ВВС при передачі даних між відкритими систе-
мами. Вона містить загальний опис служб безпеки (аутентифікації, 
контроль доступу, секретності, цілісності, захисту від відмов) і відпо-
відних механізмів (шифрування, цифрового (електронного) підпису, 
контролю доступу, забезпечення цілісності даних, забезпечення ауте-
нтифікації, заповнення тексту, управління маршрутом, огляду), що 
забезпечуються еталонною моделлю, визначає розташування даних 
служб і механізмів в ВВС. 
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Розділ 7.  
Приклади задач 

В додатках пропонуються питання, які можуть бути використані 
студентам для самостійного опрацювання для поглиблення знань, ви-
кладачами для організації семінарських занять, курсового проекту-
вання і іншого.  

7.1.  Теми завдань для самостійного виконання  

Пропонуються наступні теми завдань: 
– для заданих структур мов програмування побудувати системи 
граматичних продукцій у вигляді синтаксичних діаграм,  
зауваження – представлення синтаксичних діаграм дивися на 
рис. 4.7; 

– для заданих структур мов програмування побудувати конструк-
тивні граматичні структури з продукціями у вигляді нотацій Бе-
куса – Наура,  
зауваження – необхідно розглянути п. 5.7.1; 

– для заданих структур мов програмування побудувати символьні 
системи рівнянь і знайти їх розв’язки,  
зауваження – рекомендується розглянути п. 5.7.2 і [2]; 

– для запропонованих програм з’ясувати їх структурну еквівален-
тність;  
зауваження – слід скористатися схемою алгоритму для встанов-
лення структурної еквівалентності програм, яка наведена у п. 
3.4 і роботі [3]; 

– створити структурну модель запропонованої БД;  
зауваження – скористатися роботами [1] і [7]; 

– знайти метричні виміри характеристик програм,  
зауваження – спочатку для програми побудувати структурний 
граф, прийнявши за його вершини оператори або строки про-



240 
 

грами, а дуги – зв’язки між операторами і далі знайти виміри 
графу (див. пп. 3.2 – 3.5); при програмній реалізації вимірів зру-
чно використовувати матрицю суміжностей графу; 

– знайти часові трудовитрати запропонованих програм,  
зауваження – скористуватися методом Кірхгофа для часового 
виміру програм [5, 6]; 

– встановити ефективність використання пам’яті програмами,  
зауваження – скористуватися схемами програм Лаврова [6]; 

– встановити правильність запропонованої програми; зауваження 
– скористуватися схемами програм Лаврова [6]; 

– створити моделі регулярних програм за заданими алгоритмічними 
програмами.  
зауваження – представити алгоритмічну програму автоматом і за 
його графом переходів записати регулярну програму на наборі 
операторів алгебри Глушкова (див. п. 4.3.1 і [2]). 

7.2.  Приклади вирішення завдань 

7.2.1.  Задача структурної еквівалентності програм 

Предметна постановка задачі 

Задача структурної еквівалентності розв’язується за схемою п. 3.4, 
за якою для заданих програм 1ℜ  і 2ℜ  спочатку будуються структурні 
графи. Так як процес побудови графів – елементарний, наприклад, за 
вершини графу прийняті оператори (з врахуванням їх повторів), за 
дуги функціональні зв’язки між операторами програми, тому алгори-
тмічні програми не приводимо. Припустимо, що програмам 1ℜ  і 2ℜ  
відповідають графи 1G  і 2G  зображені на рис. 7.1.  

Необхідно встановити ізомофність неорієнтованих графів 1G  і 2G  
та еквівалентність програм 1ℜ  і 2ℜ . 
⊳ Аналіз кількості вершин графів (кількість однакова) свідчить 

про те, що графи є претендентами на ізоморфність. Тому далі підра-
хуємо степені вершин графу 1G : 1( ) 3st c = , 2( ) 3st c = , 3( ) 4st c = , 

4( ) 2st c = , 5( ) 5st c =  і 6( ) 3st c = . За значеннями j  степенів вершини 
цього графу утворюють чотири класи jK , 2,3,4,5j =  так, що 

2 4{ }K c= , 3 1 2 6{ , , }K c c c= , 4 3{ }K c=  і 5 5{ }K c= . Аналогічно для вер-
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шин другого графу маємо: 2 6{ }S v= , 3 1 3 4{ , , }S v v v= , 4 2{ }S v=  і 

5 5{ }S v= . Так, як кількість класів, їх степеневі розміри і кількості 
елементів у відповідних класах однакові, тому графи 1G  і 2G  зоста-
ються претендентами на ізоморфність. Але групи класів 2 4 5, ,K K K  і 

2 4 5, ,S S S мають однакові відповідні степені вершин та по одному 
елементові у класах, що свідчить про існування взаємно однозначно-
го бінарного відношення ρ  між вершинами класів з однаковими сте-
пеневими значеннями. Отже відношення встановлюється між 
вершинами 4 6( , )c vρ , 3 2( , )c vρ  і 5 5( , )c vρ . 

 

Рис. 7.1. Структурні графи 1G  і 2G  

Зостається не з’ясованим питання відношення на елементах класів 

3K  і 3S . Вирішити це питання можна за допомогою процесу розбиття 
класів 3K  і 3S  на підкласи (якщо можливо). Процес розбиття викону-
ється доти поки у підкласах зостанеться по одній вершині. Розбиття 
спирається на розрахунки кількості зв’язків між вершинами класу 3K  
( 3S ) з елементами відповідних груп класів. Результати розрахунків 
зручно представляти матрицею, строки якої є класи відповідних груп, 
стовбці вершини класу розбиття. У клітинах вказується кількість 
зв’язків вершини стовпчика з елементами класів відповідних строк. 

Виконаємо перший крок процесу розбиття класів 3K  і 3S . 
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Аналіз змісту стовбців першої матриці показує, що перший сто-
вбець відрізняється від другого і третього, а змісти другого і тре-
тього однакові, тому клас 3K  розбивається на підкласи 3 1{ }K c′ =  і 

3 2 6{ , }K c c′′ = . Аналогічно маємо для класу 3S  – 3 1 3{ , }S v v′ = , 

3 4{ }S v′′ = . Порівнюючи результати розбиття, з’ясовуємо, що стовб-
ці матриці для класів 3 3,K S′ ′′  і 3 3,K S′′ ′  однакові, але для елементів 
класів 3K ′  і 3S′′  існує відношення 1 4( , )c vρ . Класи 3 3,K S′′ ′  потребу-
ють подальшого розбиття. Результат спроби розбиття наведено у 
матрицях 
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Розбити класи 3K ′′  і 3S′  на підкласи не вдалося, однак однакові 
стовбці у матрицях свідчить про існування альтернативних відно-
шень як для вершини 2c , так і для – 6c . Тобто 2 1( , )c vρ  і 6 3( , )c vρ  або 

2 3( , )c vρ  і 6 1( , )c vρ . Отже графи 1G  і 2G  (як неорієнтовані) ізоморфні.  
З’ясуємо тепер орієнтацію дуг на ізоморфних вершинах. Так на 

кожній вершині ізоморфної пари 4 6( , )c v  (див. рис. 7.1) маємо одну 
вхідну і одну вихідну дуги; на парі 3 2( , )c v  – по дві вхідні і вихідні ду-
ги; для пари 5 5( , )c v  порушується однозначність орієнтації тому, що у 
вершину 5c  входить чотири дуги і одна – виходить, а на вершині 5v  
маємо три входи і два виходи. Отже, програми, яким відповідають 
структурні графи 1G  і 2G  не еквівалентні. ⊲  
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Якщо ж програмам 1ℜ  і 2ℜ  відповідають структурні графи 3G  і 

4G  зображені на рис. 7.2, тоді можна переконатися, що всі ізоморфні 
пари вершин мають однозначну відповідність по орієнтації дуг і – 
програми будуть структурно еквівалентними. 

Рис. 7.2. Структурні графи 3G  і 4G  

7.2.2. Задача ефективного використання пам’яті програмою 

Предметна постановка задачі 

Нехай задана програма ℜ , зміст якої є  
void Um_Razm() 
{ 
   w=0; zn=0; 
   mk[0][0]=”[“; 
   k=1; 
   for(i=0;i<n;i++) 
      {for(j=0;j<n;j++) 
            {mk[k][0]=matr[i][j]; k++;} 
      mk[k][0]=”|”; 
      k++; 
      } 
   mk[k-1][0]=”]”; 
   razm--; 
   Det(razm,0,k); 
} 

За методом Лаврова з’ясувати ефективність використання па-
м'яті цією програмою. 
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⊳ Запропонована задача відноситься до задач аналізу властивостей 
алгоритмічних програм, їх перетворення з метою економії пам'яті. 
Аналіз використання пам'яті програмою здійснюється за допомогою 
операторних схем Лаврова [5, 6]. Операторна схема може задаватися 
графічно як набір операторних блоків (вершин графу) і дуг-
переходів, відтворюючих логіку алгоритмічної програми. Операторні 
блоки навантажуються вхідними і вихідними вказівниками змінних, 
які використовуються і створюються операторами блоків. Сформуємо 
операторну схему для наведеної програми. Для цього спочатку ство-
римо таблицю імен-позначок операторних блоків. Іменування блоків 
може бути за окремими операторами (табл.2) або за групами однако-
вих операторів (табл. 7.1). 

Таблиця 7.1 
Імена блоків за групами операторів програми 

Ім’я 

блоку 

Зміст блоку 

Ім’я 
блоку 

Зміст блоку 

1c  
w=0; zn=0; mk[0][0]=”[“; k=1; 
i=0; 

2c  for(умова){ тіло}; 

3c  j=0; 

4c  for(умова){ тіло}; 

5c  mk[k][0]=matr[i][j]; 

6c  k++; j++; i++; 

7c  mk[k][0]=”|”; 

8c  k++; 

9c  mk[k-1][0]=”]”; 

10c  razm--; 

11c   
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Таблиця 7.2 
Імена блоків за окремими операторами програми 

Ім’я блоку Зміст блоку 

1s  w=0; 

2s  zn=0; 

3s  mk[0][0]=”[“ 

4s  k=1 

5s  i=0 

6s  for(умова){ тіло} 

7s  j=0 

8s  for(умова){ тіло} 

9s  mk[k][0]=matr[i][j]  

10s  k++ 

11s  j++ 

12s  i++ 

13s  mk[k][0]=”|” 

14s  k++ 

15s  mk[k-1][0]=”]” 

16s  razm--; 

17s  Det(razm,0,k); 
Для проведення аналізу з використання пам’яті програмою ℜ  зру-

чно використовувати операторну схему (рис. 7.3) побудовану на ос-
нові табл. 7.2.  

Виконуючи дослідження операторної схеми знаходимо життєві 
циклів змінних програми. У табл. 7.3 наведені границі життєвих цик-
лів змінних програми. 

Аналіз даних табл. 7.3 показує, що життєві цикли змінних w, zn та 
matr обмежені одним блоком, але для змінних w і zn їх життєві цикли 
не покриваються циклами інших змінних. Тому змінні w і zn можуть 
бути видалені із програми. В результаті подальшого аналізу даних 
таблиці з’ясовується, що життєві цикли змінної razm не покривають-
ся відповідними циклами змінних i , n та j , виходячи з цього замість 
імені razm можна використати одне із імен i , n або j. Отже для про-
грами ℜ  мається можливість скотити пам'ять на три одиниці. ⊲  
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Рис. 7.3. Операторна схема програми ℜ  з навантаженими 
вершинами 

Таблиця 7.3 
Границі життєвих циклів змінних програми ℜ  

змінна 
початкова 
вершина 

кінцева 
вершина 

w 1s  1s  

zn 2s  2s  

mk 3s  15s  

k 4s  17s  

i 5s  12s  

n 6s  8s  

j 7s  11s  

matr 9s  9s  

razm 16s  17s  
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7.2.3. Розрахунок часових трудовитрат алгоритмічних програм 

Предметна постановка задачі 
Для програми ℜ  підрахувати часові трудовитрати реалізації алго-

ритму, при умові, що оператор iO  програми виконується за час it . 
⊳ Часові трудовитрати алгоритму за програмою його реалізації 

можна визначити за різними методами, наприклад, за допомогою ви-
падкових процесів, балансових відношень Кірхгофа і ін. Виходячи з 
того, що у попередніх розділах елементи ймовірностей не розгляда-
лися, розглянемо підхід запропонований Кнутом [4]. Такий підхід пе-
редбачає виконання балансового відношення по кількості вхідної та 
вихідної інформації для кожного оператора iO  програми і підраху-
вання при цьому кількості реалізацій in  оператора. Тоді часові витра-
ти алгоритму розраховуються за формулою  

i i
i

T n t=∑ . (7.1)

Для знаходження кількості реалізацій операторів програми за 
пропозицією Лаврова [6] слід застосувати операторну схему програ-
ми, навантаживши її дуги невідомими кількостями проходів дуг jg . 

Замкненість графу операторної схеми досягається введенням віртуа-
льної дуги, яка з’єднує заключну і початкові вершини графу з позна-
чкою 0g , із значенням 1. Тепер, застосовуючи балансове відношення 
на i -вершині графу, отримаємо 

i j i jвх вих
g g=∑ ∑  (7.2)

і знайдемо кількість реалізацій i i jвх
n g= ∑  або i i jвих

n g= ∑ .  

Застосуємо цю методику до програми ℜ . Навантажена операторна 
схема за позначеннями блоків (табл. 7.2) зображена на рис. 7.4.  

За графом (рис. 7.4) і виразом (7.2) побудуємо систему рівнянь 
відносно невідомих jg , додавши до неї умову 0 1g = . 

0 1g = , 5 15 6 16g g g g+ = + , 14 15g g= , 

0 1g g= , 6 7g g= ,   12 13g g= , 

1 2g g= , 7 11 8 12g g g g+ = + , 13 14g g= , 

2 3g g= , 8 9g g= ,   16 17g g=  

3 4g g= , 9 10g g= ,   17 18g g= , 

4 5g g= , 10 11g g=    18 0g g= . 
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Рис. 7.4. Операторна схема програми ℜ  з навантаженими 
дугами 

Система рівнянь є недовизначеною, тому що кількість невідомих –
19, а кількість рівнянь – 18. Отже система має безліч розв’язків. Для 
розв’язання лінійної системи можна використати прийом Кіргофа [6] 
або застосувати методи алгебри. Застосовуючи алгебраїчний прийом 
виключення невідомих, знаходимо, що: 1 2 3 4 5 1g g g g g= = = = =  і 

18 17 16 1g g g= = = , а змінні 15 14 13 12 7 6g g g g g g= = = = =  і 

9 10 11 8g g g g= = = . Придаючи довільним невідомим 6g  і 8g  базисні 
значення: 0 або 1, отримаємо при 6 1g =  та 8 0g =  значення кількості 
реалізацій 6 2n =  та 8 1n = , а при 6 0g =  та 8 1g =  значення кількості 
реалізацій будуть 6 1n =  та 8 1n = . Таким чином для варіантів розга-

луження у вершинах 6g  і 8g  часові витрати будуть: 
17

0,1 6
1

2i
i

T t t
=

= +∑ , 

17

1,0
1

i
i

T t
=

=∑ , де у першому виразі 6i =  під знак суми не входить. 
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