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ВЛИЯНИЕ СОПРОТИВЛЕНИЙ КАЧЕНИЮ НА ДИНАМИКУ 

МЕХАНИЗМОВ ПОДЪЕМА ТРАНСПОРТИРУЮЩИХ МАШИН

Цель. Коэффициент трения качения в подшипниках определяет величину сопротивления вращению ка-

натных барабанов механизмов подъема транспортирующих машин, что влияет на значение коэффициента 

полезного действия таких машин и, соответственно, на их динамику. Для уточнения величин коэффициента 

полезного действия (КПД) и скорости движения груза в работе необходимо аналитическим способом опре-

делить величину приведенного к цапфе коэффициента трения качения для шариковых подшипников бара-

бана механизма подъема, а также оценить его влияние на динамику такого механизма. Методика. В работе 

применяются зависимости для определения коэффициента сопротивления шарикового подшипника канат-

ного барабана механизма подъема при вращении его как внутренней, так и наружной обойм, а также расчет-

ные схемы подшипника и барабана. Результаты. По итогам исследований приведены зависимости для 

определения скорости движения груза и коэффициента полезного действия механизма подъема транспорти-

рующих машин с уточненным значением коэффициента сопротивления движению. Построены соответ-

ствующие графические зависимости для конкретного примера. Анализ полученных зависимостей и графи-

ков позволяет сделать следующие выводы: 1) скорость опускания груза зависит от положения каната по 

длине барабана, уменьшаясь при приближении к середине; 2) приведенный к цапфе коэффициент трения 

подшипников барабана увеличивается с приближением каната к середине барабана; 3) КПД канатного бара-

бана зависит от положения каната на барабане, уменьшаясь с приближением каната к середине барабана; 

4) КПД подшипника зависит от того, какая обойма вращается: внутренняя или наружная, и разница зависит

как от нагрузки на подшипник, так и от смазки, достигая более 3 % при ее отсутствии и 2 % – при жидкой 

смазке. Научная новизна. Авторы получили уточненные зависимости скорости подъема груза и КПД меха-

низмов подъема, используя при этом зависимости по определению коэффициента сопротивления движения 

в подшипниках барабана. Практическая значимость. Полученные значения сопротивлений могут быть 

применены для уточненных расчетов механизмов подъема транспортирующих машин. 
Ключевые слова: барабан; трение; сопротивление; подшипник; КПД – коэффициент полезного действия 
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Введение 

При статическом или динамическом расчете 

механизмов с качением обычно используют 

экспериментально полученные величины ко-

эффициентов трения качения при расчете ме-

ханизмов передвижения кранов, коэффициенты 

трения подшипников качения, приведенные  

к валу, (при расчете узлов с подшипниками ка-

чения), относительную величину сопротивле-

ния качению колес (при расчете подвижного 

состава поездов) и другие экспериментально 

полученные величины и зависимости. 

Многими авторами было получено большое 

количество формул для определения сопротив-

лений качению. Но они обычно содержали ве-

личины, которые определялись эксперимен-

тально и определения их требует большего 

труда, чем определение самого сопротивления. 

Аналитические зависимости не могли быть 

получены до решения основных задач о кон-

тактных напряжениях и деформациях методами 

теории упругости Г. Герца в 1881–1882 гг. 

Только через 60 лет после исследований 

Г. Герца Д. Табором [15] получены аналитиче-

ские зависимости по определению коэффици-

ентов трения качения при линейном и точечном 

контакте. 

Д. Табором получены следующие зависимо-

сти для определения коэффициента трения ка-

чения: 

– при линейном контакте: 

 
2

3

b
k  


, (1) 

– при точечном контакте: 

 
3

16

b
k   , (2) 

где b  – полуширина пятна контакта, определя-

емая согласно теории Г. Герца;   – коэффици-

ент гистерезисных потерь. 

Поскольку коэффициент   имеет молеку-

лярно-механическую природу, то определить 

его для практического использования вряд ли 

возможно, поэтому эти формулы не имеют 

практического применения. 

При использовании формул (1)–(2) и при 

хорошо апробированных величинах коэффици-

ента трения качения для крановых колес в [2, 

11] найдены коэффициенты  . 

Аналогично формулам (1) и (2) эти форму-

лы получены в виде: 

 
2 1,2

3

b R
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3 0,2
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где R  – радиус катящегося тела качения в мет-

рах. 

Естественно, эти формулы пригодны для 

металлов, а для других материалов требуют 

уточнений. Проблемы определения коэффици-

ента сопротивления качению и его влияния на 

динамику механизмов подъема, а также задачи, 

связанные с ними, рассматривались в разной 

мере в работах разных авторов [1, 3, 7, 9, 10, 12, 

13, 14]. 

Цель 

Определить аналитическим способом вели-

чину приведенного к цапфе коэффициента тре-

ния качения для подшипниковых подшипни-

ков, а также оценить его влияние на динамику 

механизмов подъема. 

Методика 

Используется рассчетно-аналитический ме-

тод. В шариковых подшипниках (примерно  

в равных случаях) могут вращаться как 

внутренняя, так и наружная обоймы. Несмотря 

на это в справочной литературе приводится 

только одна величина приведенного к валу 

коэффициента трения. 

Рассмотрим случай, когда вращается внут-

ренняя обойма подшипникового подшипника. 

На рис. 1 приведена схема рассматриваемо-

го шарикоподшипника. Приложенная к валу 

сила Q  через внутреннее кольцо передается 

подшипникам, которые нагружаются неравно-

мерно. Наибольшую нагрузку воспринимает 

подшипник с центром, расположенным на ли-

нии действия силы Q , а наименьшую – с цен-

тром на линии, перпендикулярной Q . Нагрузку 

воспринимают только те шарикоподшипники, 

которые располагаются ниже горизонтального 
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диаметра. Силы 
i

P , координированные углом 

i
  относительно линии действия силы Q , бу-

дем считать симметричными. 

 

Рис. 1. Принятые обозначения к расчету  

шарикоподшипника 

Fig. 1. Accepted designations for the calculation of the 

ball bearing 

Нагрузка, приходящая на наиболее загру-

женный подшипник [5, 6, 8]: 

 o
o

o

5
, 2,9

D dQ
P Z

Z D d


 


. (5) 

На один боковой шарик действует сила: 

 
3/2

o o cos iP P  . (6) 

Рассмотрим случай, когда вращается внут-

ренняя обойма шарикоподшипника (при непо-

движной наружной). 

Получив нагрузки на подшипники и приняв 

их размеры, определим сопротивления качению 

наиболее загруженного шарикоподшипника по 

внутренней и наружной обоймам, рассчитаем 

сначала полуширину пятна контакта. При оди-

наковых коэффициентах Пуассона подшипни-

ков и обоймы, которые равны 0,3, а также ра-

венстве их модулей упругости [5], полуширина 

пятна контакта равна: 

 o
вв

ш ж в

1
1,397 ,

2 / r 1/ r 1/ r
ob

P
b n

E
 

 
 (7) 

где ввn  – величина, зависящая от отношения 

коэффициентов А и В уравнения эллипса каса-

ния ш ж

ш в

1 1

1 1

r rА
B

r r

 
 

 

 
 

 

 ; шr  – радиус шарика; жr  – ра-

диус желоба; вr  – радиус беговой дорожки 

внутренней обоймы, в o0,15( )r D d  . 

При известной величине obb  коэффициент 

трения качения найдется из формулы (4): 

 ш
3 0,2

16

ob
ob

b r
k е


 , (8) 

а сопротивление качению наиболее загружен-

ного шарика по внутренней обойме 

 o

ш

ob
ob

k Р
W

r
 . (9) 

Полуширина пятна контакта наиболее за-

груженного шарика с наружной обоймой: 

 o
он вн

ш ж н

1
1,397

2 1 13

P
b n

E

r r r



 

 , (10) 

где внn  – величина, зависящая от отношения 

коэффициентов уравнения эллипса касания 

ш ж

ш в

1 1

1 1

r rА
B

r r

 
 

 

 
 

 

 ; нr  
– радиус беговой дорожки 

наружной обоймы, н o ш3r r r  . 

Коэффициент трения качения и сопротивле-

ния качению найдены по формулам (8) и (9) 

при замене obb  на онb  и obk  на онk . 

Сопротивление качению боковых подшип-

ников по внутренней и наружной обоймам 

находится из формул (6) – (10) при замене oP  

на iP . 

Для определения коэффициента трения 

подшипника качения, приведенного к цапфе, 

найдем работу сил трения качения по внутрен-

ней и наружной обоймам на расстоянии, рав-

ном длине беговой дорожки на одном повороте, 

т.е. в2L r  : 

  в в н в2А W W r    .  

Работа условной силы вF , приложенной к 

радиусу цапфы or : o в2А r Q   . Приравняв 

работы, получим силу трения качения по внут-

ренней обойме: 

 
 

o
в

в н в

r
F

W W r


 
,  
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откуда коэффициент скольжения по внутрен-

ней обойме: 

 
 в н в

в

o

W W r

r Q

 

 . (11) 

в н,  W W  – сопротивление качению по внутрен-

ней и наружной обойме. 

Теперь рассмотрим случай, когда вращается 

наружная обойма шарикового подшипника. 

Существенным отличием от предыдущего 

случая является то, что, если в первом случае 

шарики за один оборот не доходили по наруж-

ной обойме расстояния на н в2 ( )L r r    , то  

в этом случае на этом отрезке шарики будут 

скользить по внутренней обойме (ввиду боль-

шего их сопротивления качению по наружной 

обойме, являющегося движущей силой сколь-

жения). 

По аналогии с первым случаем, но с учетом 

скольжения шариков, работа сил трения по 

наружной обойме: 

   н в в н н н в ск2A r W r W r r Q          . 

Аналогично формуле (11) запишем формулу 

для определения приведенного к цапфе коэф-

фициента сопротивления подшипника при 

вращении наружной обоймы: 

 
 в в н н н в ск

н

o

r W r W r r Q

r Q

     
  , (12) 

где ск  – коэффициент трения скольжения 

между шариком и обоймой.  

Результаты 

Рассмотрим пример расчета механизма 

подъема с подшипниками, в которых вращается 

внутренняя или наружная обойма. При этом 

проведем исследование влияния сопротивления 

качению подшипников на скорость опускания 

груза.  

Рассмотрим следующую задачу. Груз мас-

сой Q  подвешен на нерастяжимом канате. Мо-

мент инерции барабана I , радиус барабана R , 

погонная масса каната q . Определим скорость 

груза при длине каната x  (рис. 2), если  

в начальный момент скорости груза o 0V  ,  

а длина свисающей части каната равна ox  [6]. 

 

Рис. 2. Расчетная схема механизма подъема при 

подшипниках с вращением: б – внутренней и  

в – наружной обойм опорных подшипников 

Fig. 2. The design scheme of the lifting mechanism  

for bearings with the rotation: b – inner and  

c – outer holders of the bearings 

Для решения задачи с учетом трения на оси 

барабана предположим, что ось опирается на 

два подшипника. При этом канат может менять 

положение по длине барабана так, что нагрузка 

на один подшипник может меняться от 0 до Q . 

Максимальную нагрузку на один подшип-

ник примем равной 50Q   кН, которой соот-

ветствует подшипниковый подшипник № 313 

со статической нагрузкой cт 5400Q  кг, 

140D  мм, o 65d   мм (рис. 1). 

Остальные данные примем следующими [4]: 

радиус барабана 250R  мм, o 0,5x  м,  

6x   м, диаметр подшипников (без округления 

до стандартного)  ш o0,3d D d  мм, радиус 

жолоба беговой дорожки ж ш0,515 11,6r d   мм, 

количество подшипников 
 

 
в

o

2,9
8

D d
Z

D d


 


 

при угле между шариками 45  . 

Нагрузка на наиболее загруженный шарик: 

 o

5
30

Q
P

Z
  кН.  

На один боковой шарик: 

 1

3/2
cos 23,8oP P


  кН.  

Сопротивления качению центрального  

и двух боковых подшипников рассчитываются 

по формулам (7) – (10) и их зависимости от по-

ложения каната на барабане показаны на рис. 3. 
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Рис. 3. Зависимость сопротивлений качению  

подшипников от положения каната на барабане:  
1 – по внутренней обойме, 2 – по наружной обойме,  

3 – суммарное, W W Wв н   

Fig. 3. The dependence of rolling resistance of balls on 

the position of the rope on the drum:  
1 – on the inner cage, 2 – on the outer cage,  

3 – total, i oW W W   

Коэффициент трения подшипников, приве-

денный к валу (оси) барабана согласно форму-

лам (11) и (12) при положении каната на бара-

бане, соответствующем 0; 0,25; 0,75; 0,5 L  со-

ставит соответственно: 

– при вращении внутренней обоймы  

в  = 0,0480; 0,0493; 0,0711; 

– при вращении наружной обоймы  

н
  = 0,0946; 0,1328; 0,1953 

(скольжение подшипников без отсутствия 

смазки). 

Зависимость коэффициента трения подшип-

ника, приведенного к валу, от положения кана-

та показана на рис. 4. Там же показаны коэф-

фициенты трения скольжения стали по стали 

при разных способах смазки и рекомендуемая 

величина приведенного к цапфе коэффициента 

трения для шарикоподшипника. 

Аналитического выражения для определе-

ния wв  и нw , очевидно, не существует, ввиду 

отсутствия выражения для определения коэф-

фициента трения качения. Без указания на его 

величину при равенстве коэффициента для бе-

говых дорожек внутренней и наружной обойм, 

независимо от нагрузки на шарик, такое выра-

жение приведено в [4]. Таким образом, 

 в

o ш

1,4
(1 )

rk

r r
   .  

 

Рис. 4. Зависимость коэффициента трения  

подшипника № 313 приведенного к валу,  

от положения каната на барабане (нагрузки  

на подшипник) при вращении:  
1 – внутренней обоймы; 2 – наружной обоймы  

при коэффициенте трения скольжения подшипника по 

внутренней обойме 0,05   (смазка в масляной ванне); 

3 – то же при 0,15   ( смазка отсутствует);  

5 – без учета скольжения подшипников по обойме;  

область а  – рекомендуемые величины коэффициентов 

трения скольжения; область б  – рекомендуемые величи-

ны приведенного коэффициента для шарикоподшипников. 

Fig. 4. Dependence of the friction coefficient of bearing 

No. 313 reduced to the shaft from the position of the 

rope on the drum (load on the bearing):  
1 – on the inner cage; 2 – the outer cage at a coefficient of 

sliding friction of the bearing along the inner cage, 

0.05  (lubricant in the oil bath); 3 – the same at 

0.15  (no lubricant); 5 – without sliding of bearings along 

the cage; а  – recommended values of sliding friction coeffi-

cients; area b  – recommended values of the reduced coeffi-

cient for ball bearings. 

Дополнительное отсутствие в этой формуле 

радиуса беговой дорожки наружной обоймы 

указывает на возможную большую погреш-

ность при определении коэффициента. 

Подстановка величины 0,133obk 
 
мм при 

o 30P   кН и принятых величин or , вr , шr  дает 

величину μ=0,028, что не соответствует ни по-

лученным величинам в 0,043  , н 0,094  , 

ни рекомендуемой величине 0,01...0,015   

для шарикоподшипников. 

Для решения поставленной задачи запишем 

выражение, определяющее кинетическую энер-

гию системы 2T  в текущем положении, и при-

равняем её к работе внешних сил с учетом тре-

ния и с учетом того, что в начальный момент 
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1 0T  . Таким образом, получим: 

o
2 12 o

2 2
(1 ) ( ).

22 2

e rQv Iv
Т A Q g x x

RR


        

Отсюда 

 

o
o

2

2 (1 ) ( )
r

Qg x x
Rv

I
Q

R


  





, (13) 

 

Рис. 5. Зависимости скорости опускания  

груза и КПД системы от положения  

каната на барабане:  
1, 1’ – v  и   при вращении внутренней обоймы;  

2, 2’, 3, 3’, 4, 4’ – v  и   при вращении наружной  

обоймы и коэффициентах трения скольжения  

между шариками и обоймой 0,05; 0,1; 0,15 соответственно 

Fig. 5. Dependences of the speed of lowering  

the load and the efficiency of the system  

from the position of the rope on the drum:  
1, 1'– v  and   at the rotation of the inner cage;  

2, 2', 3, 3', 4, 4' – v  and   when the outer cage  

is rotated and the sliding friction coefficients between  

the balls and the cage are 0.05; 0.1; 0.15 respectively 

На рис. 5 аналогично рис. 4 показаны скоро-

сти и коэффициента полезного действия (далее 

– КПД, обозначен штриховыми линиями) меха-

низма в зависимости от положения каната на 

барабане. КПД могут быть получены из состав-

ляющей подкоренного выражения: 

 o1
r

R
     [9]   

или 

 
o

б

1

1
d

D

 

 

  [10] . (14) 

Таким образом, при б 0L   значение КПД, 

найденного по формуле (14) соответствует ве-

личине КПД канатного блока, рекомендуемого 

в справочной литературе 0,98...0,97  на 

подшипниках качения при полученной вели-

чине в 0,987  ; 0,986; 0,980 и 0,974 ; 0,973 

и 0,966 в зависимости от смазки. 

Научная новизна и практическая  

значимость 

С помощью зависимости по определению 

коэффициента сопротивления движения в под-

шипниках барабана получены уточненные  

зависимости скорости подъема груза и коэф-

фициента полезного действия механизмов 

подъема. 

Используемые полученные значения сопро-

тивлений могут быть применены для уточнен-

ных расчетов механизмов подъема транспорти-

рующих машин. 

Выводы 

Анализ полученных зависимостей и графи-

ков позволяет сделать следующие выводы  

и предположения: 

– скорость опускания груза зависит от по-

ложения каната по длине барабана, уменьшаясь 

при приближении к его середине; 

– приведенный к цапфе коэффициент тре-

ния подшипников барабана увеличивается  

с приближением каната к середине барабана; 

– КПД канатного барабана зависит от по-

ложения каната на барабане, уменьшаясь  

с приближением каната к середине барабана; 

– КПД подшипника зависит от того, какая 

обойма вращается: внутренняя или наружная 

разница зависит как от нагрузки на подшипник, 

так и от смазки, достигая более 3 % при ее от-

сутствии и 2 % – при жидкой смазке. 
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ВПЛИВ ОПОРУ КОЧЕННЮ НА ДИНАМІКУ МЕХАНІЗМІВ 

ПІДЙОМУ ТРАНСПОРТУЮЧИХ МАШИН 

Мета. Коефіцієнт тертя кочення в підшипниках визначає величину опору обертанню канатних барабанів 

механізмів підйому транспортуючих машин, що впливає на значення коефіцієнта корисної дії (ККД) таких 

машин та, відповідно, на їх динаміку. Для уточнення величин коефіцієнта корисної дії та швидкості руху 

вантажу необхідно аналітичним способом визначити величину приведеного до цапфи коефіцієнта тертя ко-

чення для кулькових підшипників барабана механізму підйому, а також оцінити його вплив на динаміку 

такого механізму. Методика. В роботі наводяться залежності для визначення коефіцієнта опору кулькового 

підшипника канатного барабана механізму підйому при обертанні його як внутрішньої, так і зовнішньої 

обойм, а також розрахункові схеми підшипника і барабана. Результати. В роботі наведені залежності для 

визначення швидкості руху вантажу і коефіцієнта корисної дії механізму підйому транспортуючих машин із 

уточненим значенням коефіцієнта опору руху. Побудовано відповідні графічні залежності для конкретного 

прикладу. Аналіз отриманих залежностей та графіків дозволяє зробити наступні висновки: 1) швидкість 

опускання вантажу залежить від положення каната по довжині барабана, зменшуючись при наближенні до 

середини; 2) приведений до цапфи коефіцієнт тертя підшипників барабана збільшується з наближенням ка-

ната до середини барабана; 3) ККД канатного барабана залежить від положення каната на барабані, змен-

шуючись із наближенням каната до середини барабана; 4) ККД підшипника залежить від того, яка обойма 

обертається: внутрішня або зовнішня, і різниця залежить як від навантаження на підшипник, так і змащення, 

досягаючи більш 3 % при її відсутності та 2 % – при рідкому мастилі. Наукова новизна. Автори отримали 

уточнені залежності швидкості підйому вантажу і ККД механізмів підйому, використавши при цьому зале-

жності по визначенню коефіцієнта опору руху в підшипниках барабана. Практична значимість. Отримані 

значення опорів можуть бути використані для уточнених розрахунків механізмів підйому транспортуючих 

машин. 
Ключові слова: барабан; тертя; опір; підшипник; ККД – коефіцієнт корисної дії 
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EFFECT OF RESISTANCE TO ROLLING ON THE DYNAMICS OF THE 

LIFTING MECHANISMS OF THE TRANSPORTING MACHINES 

Purpose. Coefficient of rolling friction in bearings determines the amount of resistance to rotation of rope drums 

of the lifting mechanisms of transporting machines, which affects the value of the efficiency of such machines and 

their dynamics accordingly. To clarify the values of the efficiency and the speed of cargo, it is necessary to deter-

mine analytically the amount of rolling friction coefficient for the ball bearings of the lifting mechanism drum, re-

duced to a pin, and also to evaluate its influence on the dynamics of such a mechanism. Methodology. In the paper, 

dependences are given for determining the coefficient of resistance of the ball bearing of the cable drum of the lift-

ing mechanism when it is rotated by both the inner and outer cages, as well as the design schemes of the bearing and 

drum. Findings. According to the results of research the dependences for definition of cargo movement speed and 

efficiency of the lifting mechanism of transporting cars with the specified value of movement resistance coefficient 

are presented. The corresponding graphical dependencies for a concrete example are constructed. Analysis of the 

obtained dependencies and graphs allows us to draw the following conclusions: 1) the rate of lowering the load de-
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pends on the position of the rope along the length of the drum, decreasing as it approaches its middle; 2) the coeffi-

cient of friction of the bearings of the drum reduced to the pin increases as the rope approaches the middle of the 

drum; 3) the efficiency of the rope drum depends on the position of the rope on the drum, decreasing as the rope 

approaches the middle of the drum; 4) the efficiency of the bearing depends on whether the holder rotates: internal 

or external, and the difference depends on both the load on the bearing and the lubricant, reaching more than 3% in 

its absence and 2% - with liquid lubrication. Originality. The authors obtained more accurate dependences of the 

lifting speed of the load and the efficiency of the lifting mechanisms, using, in this case, the dependences deter-

mined by the drag coefficient in the drum bearings. Practical value. The obtained values of resistances can be used 

for refined calculations of the lifting mechanisms of transporting machines. 
Key words: drum; friction; resistance; bearing; efficiency 
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