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ВЕКТОРНАЯ ОПТИМИЗАЦИЯ ПО ДВУМ ПОКАЗАТЕЛЯМ 

Используя аналитическое представление конуса Парето, предложен алгоритм решения задачи векторной 

оптимизации. 

Використовуючи аналiтичне представления конуса Парето, було запропоновано алгоритм вирiшення за­

дачi векторно\ оптимiзацii:. 

The algorithm of а proЬ!em multicriteria optimization decision is offered with using analytical representation 
Pareto cone. 

В работе [1] Л. Эйлер указывал на то, что 
какую реальную задачу ни рассматривали рано 

или поздно приходим к задаче на максимум 

или минимум. 

Математическая формулировка задач клас­

сической оптимизации представляет собой 

f(x)~min 

при условии 

xEXcEn, 

где En - n -мерное эвклидово пространство . 

Постановка задачи в таком виде весьма об­

щая . 

Различные предположения о функции f(x) 

и области допустимых значений Х , позволяют 
рассматривать вопросы существования реше­

ния и методов его определения [2]. 
Однако, реальные задачи инженерной прак­

тики и экономики выдвигают задачи, которые в 

классическую схему не укладываются. 

Основной чертой таких задач является разум­

ное (рациональное) использование ресурсов . 

Насколько рационально используются ре­

сурсы, как правило, оценивается по нескольким 

показателям fi(x), i = l,k, каждый из которых 

желательно сделать как можно меньшим при 

заданных ресурсах Х . 
Формальная запись таких задач представля­

ет собой 

fi (х) 
fz(x) 

при условии х Е Х . 

~min 

Польза от столь общей постановки только в 

том, что она позволяет делать задачи оптими-
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зации обозримыми и сформулировать принятие 

решения . 

Решение задач такого типа неоднозначно. 

В математической литературе подобные за­

дачи формулируются с использованием бинар· 

ных отношений [3,4]. 
Как критерий отбора вариантов для сфор· 

мулираванной задачи используется бинарное 

отношение Парето. 

Изучению свойств такого рода задач посвя­

щено множество литературы. Обратим внима· 

ние на работы [5-б], в которых представлен 

подробный обзор литературы о задачах вектор· 

ной оптимизации, методах решения и изучению 

их свойств. 

Обычно, методы векторной оптимизации 

сводятся к построению обобщенной целевой 

функции (AOF) [7]. Наиболее широко распро· 
страненный способ построения функции AOF в 
виде линейной (весовой) комбинации целевых 

функций . Существенным недостатком данного 

метода является определение весовых коэффи­

циентов. 

В работах [7 -9] были получены необходи· 
мые условия для обобщенной функции цели 

(AOF), с помощью которой определяется пол· 
ная Парето поверхность, используя один из 

следующих методов. 

Широкое распространение нашел метод NВI 

(Normally Boundary Intersection) описанный в 

работе [10]. Однако, данный метод захватывае1 
также и точки не оптимальные по Парето, а 

также локальные точки, которые требуют про· 

цедуры фильтрации. Новый метод NC (Noпnal 
Constraint), предложенный в работах [11-12] 
гарантирует полное представление Парето rpa· 
ницы, хотя также может захватить точки не оп· 

тимальные по Парето, но делает это менее ве· 

роятно, чем метод NВI. 

В данной работе будет предложен новый 

подход к построению Парето границы для ре· 



шения задачи векторной оптимизации, который 

близок к изложенному в работах А. Мессака (А. 

Messac ). Для удобства геометрической интер­
претации рассмотрим задачу векторной опти­

мизации по двум показателям .fi (х) и f 2 (х), 

х Е Rn . Каждый из показателей желательно 

сделать как можно меньше, формальная запись 

этого желания представляет собой 

(
.fi(x)) . 

~rrun, 

f2(x) 

а на значение х накладывается условие 

XEXr:;;;,Rn. 

Полагая 

у1 (х) = .fi (х); 

Y2(x)=f2(x), 

nолучаем возможность отобразить множество 

Х в множество У r:;;;, R2 и исходную задачу 

сформулировать в виде 

(
YI) . ~rrun 

У2 
(1) 

nри условии у Е У . 

Напомним, что решением задачи (1) являет­
ся множество У. , такое что все его точки не­

сравнимы по Парето. 

Пусть У• Е У., а К - конус, вершина кото-

рого находится в точке у. , причем для любого 

у Е К выполняется условие 

где и1 , и2 - комnоненты единичного вектора 

и , такого что 

тогда имеет место 

{

YJ• =UJ ·t; 

У2* = u2. t, 

КПУ={у.}. (2) 

У слови е (2) является необходимым и доста­
точным, чтобы У• принадлежало решению за­

дачи (1). 
Геометрическая интерпретация условия (2) 

дана на рис. 1. 

Рис. 1. Геометрическая интерпретация условия (2) 

В дальнейшем будем предполагать, что 

множество у задается следующим образом: 

Пусть у(1) является решением задачи 

YI ~min, 

при условии у Е У, а у(2) при этом же условии 

является решением задачи 

У2 ~min. 

... _.: У. '·.· 

' ' ' . .·.·· 
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j .' .• :. · . . · ... · 
' ­. 
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oL-----------------------------------~ 

Рис . 2. Геометрическая интерпретация решения 
задач у1 ~ min ; у2 ~ min 

Далее перенесем начало координат в точку 

01 , в качестве осей возьмем 01 А1 и 01 А2 , и то-
гда область У Е К0 (см. рис. 2). В этой системе 

координат имеет место представление «ста­

рых» координат через «новые» у1 и у2 

{
YI = ~ + y(l); 

У2 = У2 + у(2). 
(4) 
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Ч.тобьГне Заrромождать ооознаЧения вектор 

с компонентами (ji1,ji2 ) будем обозначать че-

рез (у1 , у2 ) , что эквивалентно допущению, 

смысл которого очевиден из рис. 3. 

у 

' 

-- . -- ------------- ---------------- ------.... .. ----------------------

У! 

Рис. 3. Геометрическое представление области У 
после преобразования (4) 

ПусТь вектор и имеет координаты 

{и1 = c~sq>, 
и2 =sшq>, 

а точка А , лежащая на луче, порождаемым 
вектором и имеет координаты 

{

YIA = иl ·t; 
O~t. 

У2А =и2 ·t, 

Введем функцию Н (у) , определяемую по 

формуле 

Н(у) = max{h;(Y)}. (5) 
l$iSk 

Заметим, что имеет место 

{
>о, afiёe у~ У; 

Н(у) = <о, ariёe у Е У; 
=о, аnёе у Е Mai ем У. 

Задав утол q> рассмотрим задачу 

L=t-нnin (А) 

приусловии 

Н(и·t)=О 

Пусть t. является решением задачи (А), то­
гда имеет место следующая теорема 

LЗб 

· - • еuре~а;-~с;Ш1 blftuж.~~.,.твa·-r-вьиYyiill.u,....-..·.y~~ 

этого достаточно, чтобы точка у = и · t. при· 

надлежала У. . 

Доказательство. Рассмотрим функцию 

U(yi,y2) = max{2i, У2 }· 
иi и2 

тогда множество 

представляет собой конус К , вершина которо· 
го находится в точке у1 • = щ · t.; у2• = и2 · t. 
(см. рис. 3), находящейся на rранице множества 
У, а пересечение этого конуса с выпукльш 
множеством У будет указанная точка, тогда в 

силу условия (2) получаем доказательство тео­
ремы. 

Заметим, что задача (А) позволяет опреде­

лять точку У• и для невыпуклой области У , 
если она удовлетворяет условию, накладывае­

мому на область, которое обозначим как усло­

вие В. 

Суть условия В поясним, используя рис. 3. 
1. Любая вертикальная линия, имеющая пе­

ресечения с rраницей У имеет точку, у 

которой вторая компонента ( у2 ) мини­

мальна и не превосходит вторую компо­

ненту точки А2 . 

2. Любая горизонтальная линия, имеющая 

пересечения с rраницей У имеет точку, у 

которой первая компонента ( у1 ) мини­

мальна и не превосходит первую компо­

ненту точки А1 • 
Или в математических терминах: 

Пусть min у2 -- минимальная вторая компо­

нента точек пересечения вертикальной прямой 

с rраницей области У , а min у1 -- минимальная 

первая компонента точек пересечения горизон­

тальной прямой с rраницей области У , тогда 
условие В можно сформулировать в виде 

( min у1 , min у2 ) ~ У , ( min у1 , min у2 ) Е К0 (В) 

где конус К0 содержит в себе область У . 

Линейная задача векторной оптимизации 

Данная задача для двух показателей имеет 

вид 

[Yi) . ~mш 

У2 



приусловии 

Так как область У в данной постановке 
представляет собой выпуклое множество, то 

может быть применена теорема, и приходим к 
задаче типа (А) . 

L =t -)omin 

Аи·t-Ь~О. 

Так, например, когда ограничения представ­
ляют собой 

и пополнив 

У1 + У2 ~5; 

у1 +Зу2 ~s;· 

6yl + У2 ~14; 
7y l +4у2 ~39, 

О~у1 ~и1 ·t; 
t~O 

О~ у2 ~и2 ·t, 

при заданном векторе и приходим к обычной 

задаче линейного программирования. 

Код программы для решения данной задачи 

в среде символьных вычислений Maple 7 будет 
следующим 

> Х:=аггау(1 .. 1 000, []); 
>У:= аггау(1 .. 1000, []); 
>k:=O: 
>for хО from 0.01 Ьу 0.01 to 3.14/2 do 

k:=k+1: 
s:={y[1 ]+у[2]>=5, 
у[1 ]+З*у[2]>=8, 
6*у[1 ]+у[2]>=14, 

7*у[1 ]+4*у[2]<=39, 
у[1 ]<=cos(xO)*t, 
y[2]<=sin(xO)*t}: 
L:=minimize(L, s, NONNEGATIVE): 
for z in А do 

if ор(1 ,z)<>t then 
if ор(1 ,ор(1 ,z))=1 then 

X[k]:=op(2,z) 
else Y[k]:=op(2,z): 

end if: 
end if: 

end do: 
end do: 
>plot([XU], YU], j=1 .. k], style=point, thick­

ness=З); 

Результат работы этой программы пред­

ставлен на рис. 4. 
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Рис. 4. Геометрическое представление работы 
программы решения задачи векторной оптимизации 

в линейной постановке 

Как уже говорилось ранее, предложенный в 

данной работе метод построения Парето грани­

цы близок по подходу изложенному в работах 

А. Мессака (А. Messac). Так, например, в рабо­

те [ 11] сформулирована задача NВI, которая 

близка к задаче {А). основной идеей метода 

NВI является введение квази-нормального век­

тора n. В нашей задаче (А) введен вектор и, 
что позволяет строить конус К и пользоваться 

необходимым и достаточным условием (2). 
В заключении приведем пример из работы 

[7] , когда множество У не является выпуклым, 

но удовлетворяет условию В . 

Программа в среде Maple 7 решения данно-
го примера имеет вид: 

> Х:=аггау(1 .. 1 ООО , []);У : =аггау(1 .. 1 000,[]); 
> h[1]:=1-у[1]Л2-у[2]Л2f9; 

> h[2]:=16-y[1 ]Л4-у[2]Л4; 
> h[3]:=1-1/27*у[1]л3-у[2]л3; 

2 1 2 
hl := 1 - У1 -9 Yz 

4 4 
h2:= 16- yl -у2 

1 3 3 
hз := 1 - 27 у 1 - Yz 

> H:=max(h[1], h[2], h[З]); 
> k:=O: 
> for хО from 0.1 Ьу 0.01 to 1.47 do 

k:=k+1: 
Hmax:=-10: 
for t from 0.01 Ьу 0.01 to 1 О do 

у[1 ]:=cos(xO)*t: 
y[2] :=sin(xO)*t: 
if Н<О and H>Hmax then 

Hmax:=H: 
tmin:=t: 

end if: 
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end do: 
X[k]:=cos(xO)*tmin: 
Y[k]:=sin(xO)*tmin: 

end do: 
>plot([X[j], Y[j], j=1 .. k],style=line, thick­

ness=З); 

Результат работы данной программы пред­

ставлен на рис. 5 
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Рис. 5. Решение задачи векторной оптимизации из 
работы [7], с использованием задачи (А) 

На основании изложенного можно сделать 

выводы: 

• если множество У удовлетворяет условию 

В, то определе.ние множества Парето У. 

сводится к последовательности решения 

задач типа (А); 

• если множество У не удовлетворяет усло­
вию В, то решая последовательность задач 

(А), получим множество У, которое со­
держит в себе У. . 
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