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Общая характеристика рабоrь~ 

ДКтуап.ьность работы • В поспедвие rоды .ивтевсивво разви­

ваются разпичные обпасти rехваки и сrровте.11Ьсrва. Все бопее 

возрастает интерес к иоследован.иям копебате.JIЬНЫХ процессов 

на динамические наrрузки импульсивноrо действия. Этому спо­

собствует быстрый рост парка маПl.IН и оборудования импу.11Ьсив­

ноrо Дl:!йствия,а TSRZe появпевяе норм,преД1IИсыВ81J111ИХ жесткие 

оrравичевия уровня кoneбaний,BJUIЯIDDl/llX как на здоровье 1111дей 

так и на качество точных производств • 
Импульсивные наrрузки моrут быть ( в зависимости or 'l'ех­

но11оrическоrо процесса) однократно дейсrвуюw.е,повторЯDIQllеоя 

несколько раз, rак и .мноrократно действую1Q111е. 

E'cu при однократно дейс'rвую11111й иuпульси:вяой ваrрузке 
поспе ее исчезвовевия происхоДЯ'l' овободиые ко11ееlаввя системн, 

то при мноrократном повторении ее система совершае'r стационар­

ные колебания,при эrом может возникать опасность удврвнх резо­

нансов. 

Вел.и в системах о мноrими С'l'епентш свобода~~ и ливейsыми 

восстававл.иваюПUl№! силами решение sадачи отациоварвых копеба­

вИй Сlез учё'l'а 'l'ревия ве вызывает звтруд~1ений,то в системах о 

трением, вследствии rромоздкости,примен.яю'rся приблшr:евиые ра­

шевия. При этом учитываеi'ся rот фаит, что .иuпу.пьсный резонанс 

по основной частоте собственных ко11ееlаний яв.аяется ваибопее 

опасным. Это позво11Яет систему с мвоr.ими степенями свобо]UI 

sаменить системой с вемноrими и ДВJ1е одной с'l'епен.ью свободы. 

Учитывая тот факт, что задачи механ.11.КИ,строrо rоворя,почти 

все непинейны,то значительный ивтерес д11Я практики представ-
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ляет решение их на динамические нагрузки периодического им­

пульсивного действия. 

Цель работы. Построение приближенных решений прикладных 

задач теории нелинейнЬJХ колебаний при периодическом импульс­

ном возмущении. Исследование влияния вязкого,сухого и тур6у-

11ент1:1оrо трений на резонамсные режимы колебаний. Выявление 

форм .п;вижевия системы при импульсном периодическом возмуще­

нии. Исследование орбитальной устойчивости существенно нели­

нейных колебаний систем с млrкой восстанавливаю1ЦЕ1й силой • 

Обшая методика исследований. Решение задач стационарных 

колебаний при периодическом импульсном возмущении систем с 

мяrкой и жесткой восстанавливающей силой выполнено методом 

переменного масштаба. Исследуются решения, полученные для 

стационарного режима .п;вижения на периоде ( при одвоотороннем 
импупьсном возмущении) и на полупериоде ( при разностороннем 

011едоваяии .импульсов) ,полученные с испояьзовавием метода 

Дуqфивrа • 
Орбитапьвал устойчивость существенно велинейаых колеба­

нкй для систем с al.lll'Koй упруrой характеристикой исследуется 

при помо11111 метода переменного масштаба и асимптотического ме­

тода • 

ВауЧВЩJ новизна • Получено приОлиженвuе решение рлда 
новых задач прша.цной теории нелв.нейнЬJХ колебаний. К ним от­

носятся задачи стационарных колебанЯй осцилпяторов с кубичес­

кой неJШ.Вейаостью при влзном, сухом и турбулентном сопротив­

хенив, возОуадаемнх периодически повторяющимися мrновенными 

О.ЦИР.ОЧНШ4И и груоповы.м.и,а также кратковременИы.ми .импульсами, 

как одвосторовними, так и разносторонними • 
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.ыпервые дается пр.иоляженное pemes.иe задач орб.итат.ной ус­

той<~.и.вости существенно нелинейных стационарных колебаний мяr­

ких систем. 

СХ5наружев в об"ЬЯснен неизвестный ранее эсIФект оу6- .и 

ультравозбужденин.вызывающ.ий появление вторичных резонансов. 

и сильно в1ШЯ1Dщиi на существенно нел.1111еЙНые копебан.ия МЯI'.ltllX 

систем • 
Практичесхая ценность. На основе :выполвевных исследований 

разработана методика и попученu формуJШ для уставов.ивmеrося 

процесса систем о кубической восстанавливающей силой. Получев­

ные в работе формупы моrут быть использованы различным.и проекt­

ны~ш .и научно-исследоватепьсквми орrаниэациями пр.и проектирова­

нии: и эксплуатации ампульсной техники и исследован.и.я нелинеАных 

процессов в ряде областей науки в техник.и ( радиотехник.и .и 

электроник.и. автоматик.и и телемеханик.и, виброметрии и в.ибро­

травспорта 1 теории: автоматическоrо реrул.ирования 1 теоретичес­

кой физики 1 астровомви 1 нелинеЙНой оптики и акустик.и. теории 

плазмы и строен.llЯ кристаллов. rидродивамики 1 теории реактивных 

двиrателей и ускорительных устройств динамик.и космических ап­

паратов и др.). 

Апробация работы. дяссерта~онная работа и отдвльные ее 

разделы докладывались на заседании семинара кафедр мостов 

Двепропетровскоrо института инженеров железнодорожного транс­

порта с 1971по1975 r.; на юбI/UlеЙНой научно-технической ков­

ф~ренцяи .!U1ИТа (секция механические колебания) .ноябрь 1972 r.; 
в поп.нам объеме диссертационная раоота доложена на заседании 

кафедры мостов и НИЛ динам.ин.и мостов Днепропетровского инсти­

тута .и.вженеров железнодорожного транспорrа 1 и:.;нь 1975 r. 
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ПубllВRании • Основные результаты диссертационной работы 

опубnИI<ованы в 5 статьях и монографии "НGIИНейные стационар­

ные колебания" rлава lY. Из-во "НауRова дум1щ" ,КИев,1974). 
Qбъвм работы , диссертация вн11I0чает введение, четыре 

rпавы, выводы, список использованной литературы и содержит 

179 страниц мвшинописноrо тенета, 91 рисунон 

Основные тезисы работы 

Совершенствование методов расчета импульсной техники и 

rи~юп конструющ:й,поцверженных действию импульсивных наrру·­

зок,а та.кие исследование налинеАных процессов в ряде разде­

пов науки и техники требует развития специальных разделов 

прикладной теории неп.инейных нолебаний,в ноторых изучается 

импульсное возмущение непинейных систем , 

Весьма обш1,;рным кпассом динамичесних наrрузон,вызьшающие 

колебания систем, явллются наrруэни импульсивного действия:. 

При достаточно мапом отношении времени действия нратновремен­

ной наrрузки к наименьшему учитываемому периоду собственnьrх 

копебанай сястемы,нратковремвнную наrруэку можно принимать 

в виде мrновенноrо импульса. 

Импульсивные наrруэки - силовые воэдейст:вяя однонратного 

ил.и периодическоrо действия,достиrающие за мапое время таной 

веJ1ИчJ11Ны,что и::х: импульсы способны вызывать в элементах конст­

руIЩИI значительные скорости,ус1<оревия: и ДШ1амические напряже 

вия. Еоля одно1<ратвая импульсная ваrрузна характеряэуется 

четырьмя параме'l'рами : ве1Шчиной импульса,продолжительвостью, 
законом язмевения и хара1<тером распределения, то периодичес­

кая ампупьс.иввая наrруэка характеризуется шестью параметрами: 
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четырьмя предыдущими,а также периодом и числом повторения им­

пульсов. 

Изучение демпфированм ко11е6аний инженерных конструКЦ111й, 

возбуждаемых импульсными наrрузками,имеет большое практичес­

кое и теоретическое значение х). 
Из внешних сопротивлений в коле6аrепьнuх системах наибо­

лее часто встречаются трение в опорах c.иcreu ; ааро- .1U1И 

ги.цродинамические сопротивления среды ; сопроrивления,создавае­
мые специально вводимыми в систему демпферами и,наконец,ввуr­

реввее трение в материале 

Как показывают исследования мвоrвх авторов ( В.М.Андри­
евский,Ю.И.Костерив ,В.Г.КраrеАЬскяй,В.Г .Подопьскай и др. ), 

внешнее сухое трение при исследован.ии колебаний uехавическ.их 

систем можно принимать постоЮ1sым, т.е. кулоновым • 

Аэро- .или rи.цродина.м.ические сопротивления, которые также 

часто встречаются в технике, допустимо принимать пропорцио­

нальным квадрату скорости. 

Из внутренних сопротивлений в J1I0бой механической системе 

имеет месrо рассеивание энергии в материале колебаrеnьвой 

системы.Во М!:lоrих случаях ввутревнее рассеив~вие энерrии мож­

но описать в виде вязкого трения, если вадлежаищм образом по­

добрано значение его коэ~ициента. Это ваrлядно видно из .исс1е­

дований,проведенвых Н.Г • .l::iовдарем, В.В. Болотиным, IА.З. Коловским, 

В.Колоушеком,В.А.Лаэаряном,Г.С.Писаренко,В.Г.Полодьским, 

Н.Г.Пановко и др. авторами,которые показал..и,что при исследова­

ниях колебаний механических систем представление внутреннеrо 

х) Г.С.Писаренко. Колебания мехьничес.ких систем с учёrом несо­
вершенной упругости материалов. киев. "Наукова думка'', 1970 • 
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рассеивания энерrии в виде вяэкоrо трения часто удовлетво­

ряет требованиям практики. 

В связи с этим исследование коле6а11иа систем,воэмущаемых 

.импульсными наrруэками,с учетом трения, представляет практи­

ческий интерес. 

Известные исследования нолебаний при периодическом им­

пульсном возмущении можно разделить на две rруппы. К первой 

rруппе отнесем задuчи колебаний с л.инейНQЙ упруrой характерис­

тикой. К ним относятся работы Б.М.Абрамова, Ю.А.Е'рмолина 

Н.Г.Бондаря,В.М.Глозмана,л.д.Глущенно, Г.И.Давыдова,И.П.Дико­

вича.в. Боrуша, И.М.Бабакова,В.Колоушека, М.А.Лаврентьева, 

А.И.Лурье,А.Л.Осиновскоrо,М.П.Пахомова,я.г.пановно,И.М.Раби­

иовича,Г.К.Ря6ова,Е.С.Сорокина,А.А.Тунда,Б.В.Ша6ата,Б.Б.Шилина 

и В.Б.ШИJ1ииа,В.Шаблевскоrо, я.м.Раскина и .цр. Ко второй rруппе 

отнесем исследования колебан~й систем с нелинейными упруr.ими 

характеристинами.Эдесь известны решения, выполненные Н.Г.Dон­

дарем, J.С.Борисовым и В.П.Гуоевым,Г.Каудерером,А.Е.Кобринс­

ким, Я.Г.Пановно,Г.И.Поповым,Н.д.Понеску,Б.Н.Ре,цькиным,А.Э.Су­

хиром,А.В.Шляхтивым, В.Б.ШИлиным и др. 

Обзор научных работ упомянутых исследователей показывает, 

что нола6ания нал.инейНых систем при периодическом импульсном 

воздействия мв.ло исследованы,а некоторые задачи (например, 

влияние cyxoro трения и турбулентноrо сопротивления,воз6ужде­

вив rpynпoвЬl.МRI и кратковременными периодическими импульсами 

вовсе не рассмотрены • 

В работе исследуются стационарные колебания системы с од­

ной степенью свободы при симметричной неJШнейвой характеристике 

[R(i)=-1{(-x)J 
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Во введении дан краткий анализ методов исследования за­

дач нелинейной механшtи, показано преимущество метода перемеп­

ноrо масштаба перед дРуrими методШvШ в приложении к решению 

задач свободных колебаний. Оно заключается в простота, а 

таЮ1tе в том, что можно получить в р.~ще случаев ( для систем 
без трения) точное решение. Там же приводится применение ме­

тода для решения эащзч свободных колеба11ий нелинейных систем 

без учdта трения, с учетом вязкого и сухого трения. 

Глава I. УСТАНОВИВШИЕСЯ КОЛЕБАНИЯ.ВОЭБЩА~Е 

О.I!НОСТОРОННИiiМ мrно.аштыыи ИjоfПУЛЪСАМИ 

Имаульсивная нагрузка в действительности имеет сложный 

закон изменения во времени. Одна.Rо чем меньше промежуток вре­

мени,в течение которого действует знакопостоянная сила.тем 

меньшее значение при определении перемещений имеет закон рас­

пределения этой силы во времени • Основное и решающее значение 
приобретает величина суммарного .импульса S • Это обстоя­
тельство позволяет от 1<ратковременных сил перейти к мrновенннм 

импульсам • 
В первой главе рl'lссматриваются установившиеся колебания 

системы с одной степенью свободы при одностороннем следовании 

мгновенных периодически повторяющихоя импульса& 

ковых по абсолютной величине • 
s о дива-

Для систем 6вэ трения диqференциальное уравнение .цв.ижения 

имеет вид 

X(t) + R(X) = Jr [0,(t) + G;(t-T)+ G; (t-2 Т)-." .] , (1) 
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rде Х - перомвщоние R(ж) - харэктеристика системы, 

5 - величина иrновенного импульса, т - масса системJJ. 

6,{1)- импульсивная функция n ервого рода, Т - период 

действия импульсов • 

Используя способ Дуqф11нга, получено решение при произволь · 

вюr нач апьвых условиях ( t = О , Х = Хо , 1f = и;, ) для ста-
ционарноrо процесса на периоде ( Т ) между импульсаыи, а 

также выражение дпя амплитудно-частотно~ характеристики 

f (д) = 2sm ~:$(} с2> 
w 

Здесь 8 - частота с-вободtшх колебаний, зависяша.я от 

амплитуды f - амплитудная функция, равная 

х 1 

f {х) = {tj R (ujdu} 
2
, 

о 

А .l 

f(AJ=[:z.J Rlи)du} 
2 

о 

r. '- f!. Yt 
ЦI- т - частота следования импульсов 

Из (2) вмвем условяя ударного резонанса 

(3) 

&) = ! ) (к= 1, 2, j". ). ( 4) 

Из анализа амплитудно-частотной характеристики (2) заме-· 

чаем,что система (I) имеет бесчисленное множество резонансов 

по основным rармоникам. В этом сходство поведения нелинейной 

системы (I) с соответствующей линейной • 

Наибольшее влияние нелинейность оказывает на главный ре-

зонанс (GJ= 8) я уменьшается для резонансов высших поряд-

ков (к= 2, .3, 4," ) • 

Для системы с вязким трением, колебания котороl\ описывают 
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ся уравне11ием 

Xlt)+ 2п i.(t) t R(x)= ~ [G;(tJ-+ u, (t-т)+G; (t-21)t." ]
1 

<s > 

мuтодом переме1шого 1mсштu6а аол,Учено прис:~лuенное решение ва 

пвр11оде ( Т ) воз6ужденкп и амnлатуд110-частотная харакtврис-

тика вида 

,г чf: п -- 2!rn___ ~п -a(ш:lji кJ 
s Vtт-e(AJ -2ew шеg: еы е 

f {д}= т ч:rп g%n gEn . - ' (б) 
1 + е ы -2е ы uпе~я-+ge f.U мf!-о 

Ji.n ife 
(,::. а-гсt~ · т ,,.. 

в~n-~7Jo 

где 

J!)Jя резонанснuх а1.mлитуц колебаний :выражена.в (6) с 

учетом :второй qюрму1111 (3) уарощвется к вид.у 

где s s. = -- 7 (i=f, 2, 3 ... ). 
" .t~mni 

(?) 

Выражение 

характеристикой 

(7) соответ~твует осцw~лятору с ку6ической 

R(X) = о(Х + /JX 3 

Пр.и выпо1lНе11ии услов~1й 

д{! ~1 при /J"JO и АУ@ ~О,6 при/J<О, (8) 

вмплитудно-частотная характеристика (6) дает практачески rоч-

нов значение амплитуды коле6апий. Вязкое трение окаЗIJвае~ с:~ол.ь­

шее влияние на резонансu высоюц порЛДI<о:в и меньшее на rлаввul 

резонанс. В зоне МШ!имальных амплитуд aь10JUJT:Jд1lo-чacroтнo~ 
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характеристики с увал.ичанивм трения амплитуды моrут как ува­

иичиваться ( по сравиавDJD с системой баз трения ) так и 

уменьшаться. Однако, это .явление не .является реsуJIЬтатом 

ВJIИЯНИ.Я нелинеЙНости. Это .явление присуще и 11Иf18ЙНЫМ системам 

и является особенностью имауJIЬсно-возмущенных систем • 
При Н8J1ИЧИИ в системе только cyxoro трения,дифреренциаль­

ное уравнение движения записывается так 

x(tJ+c ~пх+ R(xJ= ~ [G;ltJ+O,{t-1}+6,{t-2 т)+ ... J (9) 

rде С - валичцна,харак.1еризующаJl сухое трение 

В работе получены уравнеnия амплитудно-частотнuх харак­

теристик для колебаний без остановок и с попаданием системы в 

зову анкилоаиса • 

Уравнение аАt1Iлитудно-частотной характеристик.и имеет вид 

а) для колебаний без остановок 

(НА)+~) 2 +(~)2 -{~ (1-(-1)iJ}
2 
= 

= (-N-(2i-1)-f(A)J{f(A)-- ~ (2i-1)-2[HA}-* J~в 7J} , (IO) 

6) для колебаний с остановками 

( п) 

Рвзовансные условил при сухом трвнии по-прежнему имеют 

вид (4) • 

А.141иштудно-частотная характеристика {!О) дает приемлемую 

точность д11Я rла.вноrо резонанса, т.в. коrда ва периоде возму­

щения i ~ 2 { эдесь i - чнсло экстремумов перемещений 

ва периоде возмущения). В случае i ~2 , т.е. при низких 
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частоtах возмущения в (10) c.ueдye'l' првнима'l'ь осредвенное 

значенве амп11Итуды колебаний на периоде возмущеная. 

В работе по.uучены вырааения д11Я опраде.uения чaotO'l'lil 

возму~JНИЯ,СООТВ8'1'С'l'ВУЮ1118Й rранице ко.uе6анай системы без ос­

'1'8НОВОК и дано разъясненве о поспедоваtев.ъносt.и построения 

811ПЛJ1'fуД110-час'!'с·rной завис.имос'l'.и по уравнениям (4), (IO) а 

(П). 

Из ана.u.иза 8AIDJUl'1'YJUIO-Чacтotныx зависимостей,поо'l'роен­

ных по уравнениям (4),(10) а (II) внtекааt,чtо ма.uая ввuчв­

Н8 CJXOl'O 'l'рения ве BJUIЯВ'f 18 ~--~8C'l'OtHYIO xapaкtepиc­

'l'DJ в зове резова1с8. В зона u llВВ.IDIUЪBшt aмпu'fyд,8111IJ111-

'fY'JUJ сtацво1арвы:х во.11еdаВВ1 с увеJ1Я1J11 ... ауJЮВОВОl'О 'fрения 

ll088'f JВ8Jl81JJIВ8'1'ЪCR • 

Рассааwран8 задача ст&Ц11оварв1А ВОJ18ба&ВI пра возмущено 

ОДSОС'1'0ро8В.118 ИlllJJIЪC- д.11Я СВС'1'8Е с КJбвЧ80801 харакtервс­

'fВКОI ара ваuчп ~pбyJ18B'fB01'0 'fР8ВВЯ : 

х(tJ~п.ж' 19пi 1'1lfZJ=/;{6;ltJ+б;ft-тJ+u,tt-sпJ+ ... J п2> 

rде n, - .llUН.I коафрщвевt tрев.ия ( n, <<1) 
Решевае ураввеввя (12) llOJUIO ввпоuпъ lf8'fOJ(OМ аервмsн­

воrо масиаба, во ара э'fOll не ocВOOOllJIВelfCя ot paaJll•OI 

фyBJПU[ll • 

в 11р811'1'8Ческ.u: с.11учап S8'fyxallQ оеfвчsо Jf&AO, ПОЗ'l'ОМУ 

.оредс'l'SВJIЯ87СЯ це.аесоо6раав ... .uя уllр08'1НИЯ ре•еввя проя:зво­

дll'lЪ 3811811 typOy.1aвDoro tре1ая экмвu•нtнW& вязким. Эквива­

нвtвое :вязкое 'fP8BD опремuе'!Ся аз 1с.11овия равенс'l'ва pac­
caJ11111ol эвspru на че'fВ8рn 118Р8О№ сво6од11ых колебаний 

(~Те = f, J в odea случаях: • КоЭФI~ициент акв.ивuенtноrо 
в.язкоrо трения равен 
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n _ .!!_ п,Д е 
э- 3 5(" 

(!3) 

Подсrав11.ЯЯ в уравнение (6) вместо п ::~начен.ие (!3), 

по11учаем 8№1JIИ'l'удно-часrоrную характеристику. Такое решение 

задачи даёт приемлемую rочность для rлавноrо резонанса и эна­

чиrельно худшую для резонансов высших порядков • 

Исследован.и.я,выполненные в работе поиазывают,что,в отли­

чие от линейных коле6аний,вызванных периодическим импульсным 

возмушением,в нелинеitflых системах моrут существовать установив­

шиеся иолебания,период которых кратен периоду возмущения,т.е. 

. / , / ) 
~ = L Т , ( (, = 2, 3,'1". i, j, f ( I4) 

Исследования показыв8Ют,что этот ив.известный ранее афIJект 

является результатом возникновения су6- и ультравоа6уждения с 

периодами (14) и значениями импульсов,равными SB ,rде иоэф-· 

фациевt 6 определяеrся по выраже11иям 

ЦIЯ •ёстRИХ СИС'l'ем (fl>O) 

B=f~- i~ k(•JJ 'к{2(;:: • ._)·; K'=~l-Kz., (15) 

д;uя МЯI'RИХ оис rем ( j3 <. О) 

В=~[1- 2 ~кJ]; К= .td.-/p/A2 
(16) 

Здеоь К(~) - полный зллиптически:х интеrрал первоrо рода • 
Влияние в'l'оричноrо возбуждения может 6нть оценено по тем 

ае формулам,что и для основноrо возбуждения, с заменой S 
в Т на S В и Т !1 = i.. Т 

Ав8J1.Из показuвает,что возникновение су6- и ультравоз6уиде­

ния возможно rолько в системах без остановки. Роль ero для 
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мяriwx систем значительно больше, чем дJJЯ жестких: састем и воз­

растает с ростом амплитуды • 
В частности, д11Я определения максW48Jl.Ьных Ш111J1.11туд резо­

нансоr су6- и ультравозбуждения можно воспопьзоватъоя формулой 

д·'r:1..+-k~д2 - f>SB ; (K=l,2.3".), V ,. -Jrimnк 

rде частота свободных колебаний определяется по формуле 

в =fd.(1-t i ~ д2 ). 

Глава П. УСЛ'АНО.ВИВШИЕСН КОЛЕБАНИЯ ПРИ ВОЗБУЖJIВ'НИИ 

РАЗНОСТОРО!ffiИМИ мmовЕННЫМИ ИМПУЛЬСАМИ 

(17) 

(18) 

Существенной особенностью и отпачием колебаяай упруrих 

систем возбуидаемых разносторонними ш.шульсаии,является то, что 

резонансные реиимы моrут возникать ара усло:виа,коrда ва периоде 

возбуждения укладывается нечетное число полупериодов свооодных 

колебаний • 

Исследование стационарных колебаний производится с исполь­

зованием условий стационарности на полупериоде действия кмпуль­

сов. Такой подход позволяет получить решение д11Я стациоварноrо 

режима движения на периоде действия ш.шульсов без расемотрев.ия 

второrо полупериода • 
Jlllя систе№l без травм диqференциапьное уравнение двпенu 

.и.мв е т вид : 

X(t)+ R(x)::: ~[G, {f)-G, (t-f) +G, (t- Т)-".] (19) 
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JРаввев" 8111111ИTYJDIO-qact01'вoй характервсrаки поауqево 

в вце s 

/(А) ::-!S fil . 
т ~"llJ 

ОтоDдв опр1.111~оя уоповия ударвоrо резонанса 

lAJ= R , (n-= f, э, 5" J. 

(20) 

(21) 

в padofl воопедовавн раЭIUАНЫе рuимн дв.аевия и ПОК888В8 
вollllODOC:fЪ оу111110'1'Вованая рuвма дв.аевия, при котором на вто­

ром DOJJЗDepвoдe ooQИ11JIJIYop мает ваходитъся в состоянии покоя • 
.111.я овотlllН о ВЯВК81 тревам, дв.аение которой опвснвает­

оя ураввен.11е11 : 

х•2п± + R<ж)= :i[tr,(tJ-o,(t-fJ+o,(t-тJ-... ], <22> 
вwрааевие JWЯ llllIJU[tyдao-qaoтoтнot характеристики .1111еет ви.ц 

/(А}=~ 
(23) 

При в8.!18qИ8 в системе то11Ъко турбулентвоrо трения исоае­

довавие сr8JU[оварннх коаебанИй вwполвево путем приб.пиаевной вамв­

вн турбуаевтноrо irpeвa вквивu1нтв1~111 вязким (авалоr.иqво I rп­

н) • 

.U.Я своrемн о OJXIUI rревие11 двlферевW18иьвое уравнение 
.дваевая веет вид : 
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В paбoire рассмо~rренн спучu д.ваенвя с разuч1нм час.1.ом 

акс'l'ремумов переме1Q8ВИЯ ва поаупериоде ( I ) вою,..1u • 
поаучевн :внрааеввя д11J1 ВАllIЛПудво-час~t'воl xapaпepaot'lllUI : 

а) ва поQпераоде возбу.идевая Ot'CY'l'Ct'ВJlt' &llOt'PflQ• п1ре-

11е1QВвия 

(25) 

б) в o6tQ811 саучае 

периоде всэбуа.цевu 

;, IRCt'PlllJllOB П8р81181118Вd ва ПОQ-

~(AJ+J]2-(~)2-{~ (i-t (-iJiJ}' = 

= [ ~(li-1)-f(AJJ { /CAJ-~ (Ji-l)+ZYfAJtt Jrm f=J), <ав> 
в) .1DIJI .10.1edaul с ocirasoВUllll внрааевв 11111.Ut'Jдвo-чao'l'Ol'­

вol xap&JCt'epиoirИIUI 81181!' В1J1 (11) • 

Из (25) C.18Q8t' ,Ч'fО CJXOe tревие 18 BUЯl'I' 18 .UПJJl­

BO-ЧIO!O!BYJI хвр8К'1'8рИО!uу,а п (26) ВН'1'81UШt' JOJIOВllll J111JP­

вoro резовввов • Ови имем вц (21). 
Формуu (26) двl! приеа111ую t'O'IBOC'1'Ь дав пер:внх •JX р1зо­

вавсов (Ы::; li} • ( ы =~В) • В о.Qчае вахадева в1uч.1Н 
ВllllU'l'Yд ва BDRП Ч80!0'1'8Х BlodxOJUDIO llPD-flt : 

(27) 

rде Дер. - оредвее ввачевие 8111L11ИУдн .10.aedalld,oape.-eue-

uoe ваи средвеарJфlе!'ичеокая веu:ч1111а 111q llR.IO-.SНll • 1111111• 

НАУКОВО· ТЕХНIЧНА БIБЛIОi~~А 
Днinроnетровського нацiонального 

унiверситету залiзничного rpaнcncpr 1 
lменi академiка В.Пазарнна 
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llЕШЬВЬIК зваченявu ш.шпиrуды на аопуаериоде возбуждения • 
BolUI велвчина cyxoro трения велика,то остановка может 

провзойтя до достижения первоrо зкстремума перемещения, т.е. 

движение на поnупериоде не будет коле6атеnьвым. Это произой­

дет при коафllицяенте трения,раввом 

С - !!;_ {S )i l V[cJ. (~)2]!-t ~ (~) 6 
0 - 8 ~т + z 4 m 16 т 

(28) 

ГJIАВА Ш. СТАL!ИОНАРНЫЕ КОЛЕБАШЫ, ВОЭБТШИIЬIЕ ПFРИОJJИЧЕС­

КИМИ ГРУШIОВЫМИ Ш'/-IОВFсlНЫМИ ИМПУЛЬСАМИ. КОЛЕБА­

НИЯ ПРИ ВОЗБУЖ.дЕНИИ КРАТКОВРЕ'МЕННЫLIИ ИМП_lЛЬСАМИ. 

В работе исследованы колебания осЦWlЛ.ятора с ку6и•1еской 

восстанавливающвй силой, возбуждаемые rрупповыми мгновенными 

импу.nьсами,nричем,рассмотрен nростейmИй случай,коrда rpyпna 

cocroиr ив двух одина1совых по знаку мrновенных импуnьса • 
.1пя системы без tрения и одностороннем следовании импуnь­

оов,дюlфаренц.иаnьяое уравнение движения амеет вид : 

х + R(z) = ~ [ u, (t}+O, (t-r)+O, (t-т}+(i,(t-(т~rJ)1-G, (t-20t{29) 
+ ... ] 

rде 'С - врвмsr между импуnьсами • 

Получены выражения длл амплитудно-частотной характеристи-
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f (A2)= f '· ~ Js,2
-2s,S"COJD,(T-t)+S2'" (30) 

тм 2 

rде А, - максимальное перемещввие ва учас1'.ке времени 'i: 
A't - максимальное перемещение на участке времени Т- i-

81 - частота колебанИй системы ва участке времени 'f 

8i - то же на участRе т -'t ct,: ~ (Т- i-) + Oi 'f 
Если в rруппе импульсы равные по величине (51 = S2 -= SJ, то 

выражеsия для амплитудно-частотной характвристики прио6рет81)t 

вид 

J(A) S 1 плt 02'f . 
1 = т 1Ut «., IN'J т 1 

2 

J(A2)=#t ~а, М B,(~r). 
у 

(31) 

Если время 1:" между импульс8JIИ rруппн мало ( 't ~< f:} , 
то 

S f 'М!J Bt: 
f(A)= т М efi Т 

w 
(32) 

Эдесь частота овободвы:х колебанИй В прин.имае1с.я пос-

rоЯflной на nериоде возбуждения { Т) 

Анапоrично для системы с вязким трением поnученн внраае-

ни.я 8АШ1Штудно-частотиой характериот.11.КИ на участке 11 

Т-'С 

J(A,)= 

~ _т_ ,.. 2 

ёпt. s,2 ё {,) L + 2 s,s" е ll/I. (.Oj~ ~ t-S2 

т /+ ё ~п - i ё ~ nCD1~, ~(iz')+Or 'f] 
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Пр• ввачеваях 

сах .S, :: s~ = s 
'i <:< f 8 раввнх по веuчаве lllШYJIЪ­
m.pueвu (33) упро181МСЯ в вцу : 

-nt. 
f(A)= п е :В aJJf' 

111 ~l+ёf!n_ie-,.,лc0f;' 
:rде првduаенво прввяtо ~ =Bz. 

(34) 

,шая раввооторонвеrо возбуиденвя rруппоВН1111 JlllllY.ЬC81111 

по.nучевн peшeв.lllli ев участке между ямпульсаJ&И в rруппе • пос­
&е исчеввовеввя nooneдi11ro импулъса ~руппъ~.а таиае 8lllI.lfltJJUIO­

чacтoтвue характерасти.к.и при ус~о:в.w1 колебаsиА sa каждом из 

участков с разными частотами. Если время между импульсами в 

l'РУПП8 uuo (С~< I} 1 а и.mульсн равин по величиве 1 то внра-
аевв.я &lllVUl!yднo-чactotнoй характеристики .имеют вид 
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а) для системы без трения 

/(А)=~ (35) 

6) ~ учетом вязкоrо трения 

(36) 

rде 

Л = nt: 
' 

В работе .исследованы также 1<011ебавия,возбуцаемые краrко­

времеяными .имаульса.ми одностороянеrо и разяостороянеrо дейот-

вия , причем, д1Штельность ( t,) постоянной Я81'PYЗIUI Рсь с 

w.шупьсом Ра t, принимается малой (t, ~< f) . Это допу-· 
щеяие позъоплет частоту колебаний на периоде возбуждения при­

нять приближенно постоянвой • 

~еренциальное уравнение движения на одном иа периодов 

возбуждения при разностороннем следовании .нрвтковременнwс пря­

моугольных: импульсов ~еэ учета трения имеет вид : 

{ 

Ро 

Х + R.(X):: ~ 
при о~ t ~ t, 

t, ~ t ~ т-t, 
(38) 

пр.и 

Выражение амп.ll.ИтудНо-частотной хараJ<теристИЮI иыееt вя~ 

маt. 

/(А}= ms(} t, fin fi: О9 > 
w 
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С учетом вяэкоrо тренИJI уравненWI амплитудно-частотноif 

характеристики записываются так 

-nt"V.f" i J(Д)= е (X,)-t'lf, 

l'Д8 

и 

значения амплитуд11ой функции и скорости в момент t= t, 
Jinn раэносторошшх периодических импульсов имоеи 

а) для системы без трения 

/(AJ=J__t гм1 е11 iinB~ 
,,, (} 1 l,(JJ 

6) с учетом вязкоrо трения 

/{А)= ё"t:/ ff~,J+lf, 2 

(40) 

(41) 

(42) 

Глава IY. У С '.С о й Ч Н В о с; т Ь К О Л Ы Б А Н И Й 

Исследована орбитальная устоnчивость сущвстввн110 неди11вй·-

11ых копе6аний систем с мнrкой ку6ической характеристикой 

3 
R(x)~dx-px, })0 (43) 

при отсутотВWI трения. с учатом вязкоrо 1 оухоl'о 1 туроуле11тноrо 

'!'рения и возбуждении м:rновенными периодическими импульсами 

(однос'l'Оронню.ш и разностороflн.ими ). 

Исследовюшя проводятсн: по методина. предложенной проф -
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сором Н.Г.Бондарем х) • Если амWliИ.'уда колебаний превысит 
з11аченил ненулевых корней характеристики системы 

(44) 

то восстанавливающая сила изменит знак,т.е. превратится в 

тол.RВ1СJ1цую. В з·rом случае будет иметь место апериодическое 

движение. достижение амплитудой колебаняй значения ненулево­

го корня хэрактеристИ.R.и системы 

IAI =l/j (45) 

является .Rритическим состоянием системы,соответствующим rравв­

це между колебательным и апериодичес.ким режимами • 

При исследовании орбитальной устойчивости стационарных 

коле~аний получены JРавнения кривых первых критических соотОIJ­

ний, определяемьrх J<ритерием (45) • 

Для системы без трения и возбуждаемой односторонними им­

пульсами: кривая первых критических состояний описывается выра­

жением 

(46) 

В стационарных колебаниях имеют место та1оке вторые кри­

тические состояния,соответствующве скачкообразному изменению 

амплитуды колебаний. При определенном импульсе возм.vщвиия в 

системе возможен перес.Rок колебаний с нереэонансной ветви на 

неустойчивую резонансную ( коrда А ~{f, ). 
Для уравнения (I) кривая вторых нритическюс: состоЮ1ий 

описывается выражс11Я11W1 

х) Бондсрь 11. Г. Нелинейные стационарные колебания. Киев. 
"Науко;:т думка", I974 
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(47) 

Иэ первоrо уравнения (47) определяются А и /)J 

соответствующие перескоку колебаний,а из второrо - определяются 

значения приведенного импульса S 11' 

Кр.ива.я первых критических состояний пересекается с осью 

(.J В 'l'ОЧК8Х 

(,J;,=iff i=1,f,Э." (48) 

кроме тоrо, дп.я (А) - 00 s"-1 
Дnя стационарных колебаний системы,описываемых уравнением 

( S) с вязким трением. кривая первых критических состо.яний 

описывается внраже11ием 

1 l '4п !.Z!J. - J.f° п 
s" =fvl+e иf -2е WnWj 7tvt е (,U 

[ 
п./2 J- {f {е 2,!п_ст ~ о/l}-пм ~i/i] 

екр - - адс~"9' 
~ n(e~!,,,_Cl>j-;t"i/f)+(fJtЛ.::ff 1 

(49) 

а вторнz- системой уравнев •Hl : первое из (47) и (6) при 

замене импульса 

s" 
на величину пр~щеденноrо импулъса 

Вв.иду rоrо,что перескок 1tо11ебаний с нерезонансной ветви 

ва реэонансну!) происходит при маЛЪDt ампп.итудах и влияние '!'рения 
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мало,то rеометрическое мвсто точек срывов,опредевяемое для 

кривой вторых критичесКl'IХ состо.1D:1ий 1 находится по первому из 

уравнений (47). 

Д11я системы с ~ур6улентным трением (12) и односторовве­
rо следования импульсов кривая первых критячесЮIХ состояний 

имеет вид 

(50) 

8т&р61Х 
а дл.я~ических: состояний по-прежнему используем первое из 
уравнений (47) и уравнение 

,Идя системы с сухим трением уравнение первых критических: 

СОСТОЯНИЙ имеет ВИД : 

а) в сnучае колебаний без остановок 

s: =h [(~ +С{~/-[с ~ (1-Hi' Jj'J-

-[~ -c{f (.i;-49[~ -c(f (.i.i-4)-2{f$ +c(!)aJJif Vi], (s2J 
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б) в спзчае колебанИЙ с остановками 
1 

г~ .а] I s_ = Ltt> + .2,Спr (53) 

Уравнениями второrо критического состояния являются 

первое из (47) и (IO} при замене ..S. на приведенный им-
m 

пульс. 

В работе показаво,что при ма11ых значениях коэфJ!ицие11та 

cyxoro трения зова анкилоэиса не оказывает сущвственноrо влия­

в.и.я на значение критическоrо импульса,опреде.пяемого по выра~е­

нию (53} • 

Аналитические выражения (49-51) позволяют находить практи-

чески точные значения критического импульса S1t для резо -

вавсвой зоны часто1' возмущения ( fAJ < fi. ) . При верезонансных 
часто'l'ах возмущения ( t.J > {ti.) в системе могут иметь место 
уставовивошеся колеоания,несимиетричные относительно устойчиво-

ro положения равновесия (:r. =о) ,которые ухудшвют точность 

аналитических результатов. Они явJUШтся результатом воздействия 

суб- и ув.ьтравоэбужден.IЯ. Учет вторичноrо возбуждения улучшает 

точность решен.и.я задач орбитальной устойчивости • 

В работе приведены аналоrичные исследования орбитальной 

устойчивости для сисi"Вмы с мяrкой кубической характеристикой и 

разностороннем импульсном возмущении. Полученные выражения 

критических состояний дают боnее точные, по сравнению с одно­

С'l'Ороввzм импульсным возмущением, значения критического импуль­

са для частоr 1 ~ UJ ~ fi.. 
В заключение отметим, что для оценю1 точности приближенных 

аналитических результатов во всех главах широ1iо использова-

11.11сь ЭЦВМ • 
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J:I ы в о д ы 

I.Получены прибл.и:иенные выражения для построения ампл.11-

тудно-частотных характеристик при возбуждении односторонними 

и разносторонними мrновенными импульсами: • 

2.О6наружвно и объяснено качественное отл.11чие систем с 

нелинейной упруrой хара1<теристикой от линей&ых - существова -

ние су6- и ультравоэ6уждени.я, вли.яющеrо особенно ва сущвст­

венн о нелинейные ноле6ания. 

3.При6лиженнал замена тур6улентвоrо трения эквивалентным 

вязним даёт приемлемую точность для rлавноrо резонанса • 

4.Понаэаво,что в зоне МW1.имальных амплитуд тревие может 

как увеличивать амплитуду стационарных коле6аний, так и умень­

шать её • В этом состоит особенность импульсно-возмущёвных 

систем. 

5.В отличие от линейных систем с малым сух.им трением и 

имnульсвым возмущением, в неливеЙНых системах &mлятуда колеба­

ний при резонансе остается оrраниченной. 

6.Поназано,что трение при умеренных значениях импульса 

оназывает значительно большее в11ИЯ11ие на реэовансы высших 

порядков и меньшее на основной резонанс • 

7.Существенвую роль на существование суб- и ультра­

возмущений оказывает трение. Они существуют только nри МВЛЬIХ 

значениях величины трения • 
В.Вязкое трение оказывает большее влияние ва уменъmе­

ние sначений амnлитуд основноrо резонанса, чем сухое • 
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9. дц 11811ЫХ значений времен.и ( f) между импульсами 

в rpynne при стационарных: колеоан.иях,возбуждаемых rрупповыми 

мrвовенными импуяьсами, амплитуду стационарных колебаний можно 

ваltти, заменив rруппу .импульсов однвм, по веяичиве равным сум­

ме ВlllIY11ЬCOD в rруппе. 

10. дц стационарных колеОаний,возОуждаемых кратковремвнны­

мв uериодическ.иw.t импульсами при времени действия импульса 

t, ~ ~ расчет системы можно производить как от действия 

lll'BOвeввoro импу11Ьса. 

11. Впервые по~учены решения ряда задач орбитально~ устойчи­

вости существенно нелинейных колебании. Обнаружено значительное 

JUIВЯВИе оуб- и ультравозбуждевия. 

12. Резуяьтаты авалитических исследований сопоставляются с 

резу.пьтатами чисженвоrо интеrрирования дифlJеренцяап.ьнwс уравне­

ний на ЭЦВМ • 

Основные положения диссертации опубликованы в следую!Цi1Х 

работах 

I.Б о в дар ъ н.r.,п оп о в и ч н.м. Стационарные нели­

неЙНые симметричные колебания, возбуждаемые мrноввнными 

импулъсами. ТрудJi JJИИТ"а, вып.I50.д/!епропетровск, I973 • 

2.Б он дар ъ н.r.,п оп о в и q н.м. Стаrwонарныв коле­

бавия нелвнейноN осциллятора с сух.им трением,возбуждаемые 

импулъсами.Труды Ш1ИТ"а, вып.I57,дiiаnропвтровск,I975 • 

3.П о п о в и ч Н.М. Установившиеся колебания нелинвйноrо •.i<:: 

циллятора,возбуждаемыв периодическими импульсами. Труды 

JIИИТ"а, выn.157,Днепропетровск,1975 
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