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ВЛИЯНИЕ ПЕРЕМЕННОГО МОДУЛЯ УПРУГОСТИ НА НЕЛИНЕЙНОЕ 
ДЕФОРМИРОВАНИЕ ЦИЛИНДРИЧЕСКОЙ ОБОЛОЧКИ 

В зависи~."ости от отношения модулей упругости рассматривается поводснис 
аt1~1зстроnной цилиндрической оболоLН<И nри несднородно~.1 в радиа.r~ьном направлении 

нагружении «ветрового» типа, иссnедуеп;я вnияние изменяемосп1 внешней нагрузки 
и в1ща граничных условий на торцах оболочки на вDnичину критической нагрузки. 

Ключевые слова: анизотропная оболочка, критическая нагрузка, полный функщюнал, 
полиномы Эрмита, нагрузка "ветрового" типа. · 

Введение. Современные тенденции использования композиционных 

материалов, в частности разномодульных, в ракетостроении, машино­

строении, медицине и др. обуславливает необходимость проведения 
широкомасштабного численного эксперимента с целью анализа влияния 
указанных свойств композиционного материала на критические нагрузки 
изготовленных из него тонкостенных оболочек, находящихся в условиях 
существенно неоднородного нагружения. Вышесказанное определяет 

актуальность рассматриваемой задачи. 
В последнее время появилось большое количество публикаций, 

связанных с построением модели деформирования композиционных 
оболочек [1, 5], а также с учетом особ-енности их деформирования (2, 3, 6]. 
Между тем анализ влияния разномодульности материала в сочетании 

с учетом нелинейности деформирования остается неисследованным. 
В то же время анализ каждого из указанных факторов [3] показывает, 
что их влияние на критические нагрузки и нелинейное поведение велико. 

Настоящая работа посвящена исследованию указанного взаимодействия. 
Постановка задачи и математическая модель. Рассматривается 

круговая цили.ндрическая оболочка под действием неравномерного 
внешнего давления, произвольно изменяющегося в окружном направлении 

и мало изменяющегося по длине оболочки. Оболочка изготовлена 
из ортотропного материала, причем оси ортотропии совпадают 

с направлениями главных кривизн оболочки. Для рассматриваемого 

сnособа нагружения характерна малая из1'.11еняе~-~ость изгибных форм 
в продольном направлении и существенная нелинейность докритического 

состояния оболочки, поэтому необходимо воспользоваться соотношениями 
нелинейной теории тонких упругих оболочек. 

С помощью вариационного подхода, изложенноrо в [3], которь!й 
позволяет провести упрощения всех соотношений при 
приближенной модели, решение может быть получено 

стационарности полного функционала 
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б Э (И, q)=O, (1) 

который имеет вид 

' . ') ( 2) 

+пш-Т r" -ди _!_( OH'J 1-Т 1 с - 81' -и,_!_( дrv) J-
'1 •• , 111 ~11 '::!):' 1 1 "'-J' 1 1 п l '22 "" " 1 1 " 

~ и" L. '- u" ) ) , и 1 / L \ О 17 

( ov дu О>~' 01-11) ( 01v ) -7;2 С12 - ~;:: --;- --::;--;:- -;- -Q22 С2з -у --~+V -
о" ur; пс; r, тJ / ат; 

- t 2
lM11 ( k11 + :~:·) +мп(k22 -;~) +М12 k12 +( 0~2~~ -~; )]} Цdr;-
- r Гт (и-1/)+ Т. (v-v')+Q (и1->v')- 12 М (дw -aw·) + 

;, l. 11 12 11 11 ai; 3~ 

' . l r r . \ . . ' . ди1 1 • l -IГAf,,(y-v) dп- Ти+Т i·+O 1v-ГМ -+t-M у dп. 
l..t. , _J ., J 11 !2 --11 11 д;: 1~ J '/ 

~L ~ 

Здесь Q - поверхность оболочки; Г1 и Г2 - граничные контуры, 

на которых заданы соответственно перемещения и усилия. 

Коэффициенты упругости выражаются через технические 

характеристики материала следующим образом: 

Все безразм·ерные sеличины связаны с физическими следующиi117И 
соотношениями: 
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( ) h-1f Ф Ф Ф)\· (k k k ·) --IfkФ Ф Ф) 
U,V,W = \И ,V ,"YV , lJ,.22, 12 =Rt ~ ]J,k22,k12, 

где t =11/ R, 11,Н. -· толщина и радиус оболочки; Е1 , Е2 - коэффициенты 

упругости материала в продольном и поперечном направлениях. 

Из условия стационарности функционала Э следуют физические 

и геометрические соотношения, уравнения равновесия и граничные условия 

рассматриваемой оболочки. Число неизвестных функций задачи уменьшается 

в функционале Э (И, q), когда предварительно выполняются следующие 
зависимости, которые получены из физических и геометрических соотношений: 

д\" 
С23 = у 1 :::.._"_ - '' · 

01} ' 

Частный функционал принимает вИд: 

{ 
1 ( с2 ir .., .., .., 2 "' ) ] 1 , .12 аи 2 011 011' 2 t о.~· 4 .2 Э =ff - С11 -- (-.-) t t-(-) +----(-) ---777 + 

i~ 2 \ · с22 А· ас,· сЕ, д~ 4 а~ 2с22 --

с ( .., .., ) (д 1 ::>. ') ("' .., 12 . 011 1 ОН' 2 , 11 и11 2 • OV Cll +--Т22 ~+-(--:::;:-) -1 Т22 l-;:-+1н--(-:::;-) +Т12 -:;-;:--+~+ 
С 22 о~ 2 ос, с7Т] 2 or1 ос, 011 

mv дн·) ] ) ' ( 1 2 1 т~· 7 1 2 дн· СН' ) +t-:;:--:- ---7]2 +Ст23 -у +-(-:-)-+->' +y-:::;--p--,::-v + 
о~ ОТ] 2G12 2 2 СТ] 2 011 СТ] 

(2) 

lг 1 ( с2 J ..,2 (, ..,2 .., 2 , 12 С Н' 2 ·12 О \1! ' , оу +t -1 С 11 --- (--7 ) ------;z-M22 °М22--
- 24 l С22 а;- С22 дЕ, дТ] 

/ ' .., 'l ') 
6 2 Gp 1 C-t 2 J"н· ду дLiv ;/ '1 i 

---/vf22 +--1 (-:;-;:--) +-:-;:·_:;---2~~, +q111 ~df,d11-Эг, 
С22 6 \ ос, CC,OYj Ос, ОС,ОТ] )_J J 

гле .7г - контурные интегралы. 

f-lеизвестными функциями задачи являются uJ \', 1i1,y, 722 J Т12 , J\122 . 

Для названных функций, удовлетворяющих граничным условиям, например 
шарнирного опирания 

7i 1 =М11 =•v"""v=y=O при ,;=о, (3) 

203 



из условия стационарности функционала Э 1 можно получить следующие 
разрешающие уравнения в часrных производных: 

lc- Cf2 Jl д2и ди· д2 ivJ С12 дТ22 д1J.2 -О 11 --- --+t--- +----+---
С22 Щ2 Щ д~2 С22 д~ дТ] 

дТ22 дТ12 G l д1v) О. --+--+ 23 v-y-- = 
811 Щ дri , 

[ 
C2ir~ ~2 (~\2~2 \с ~2 ~2 . р 0/.1 О И' t ОН' 1 ·О И' j 12 О 111 ~· О Н' . 

r С1 1 ---- 1 ---+- - 1 --1+1 -- Т...,, --+11"" ---г ' с ) 1 ('°)' а~2 ? (--:i;: 1 ~~2 с -- ае2 -- ~ 2 
22 \. :;_, 'о - ·-о; Ос, ) •22 С, ОТ] 

~ 2 [а 2 а ~ J l 1 [ с·2 .) а4 . О \V W '( О\! 2 , 12 rV 
-<-2t7i2-~-+ G13 --+-:::;---:::;- -t - С.11--- ---

o~ri дri 2 ОТ] 011) 12 С22 ) 0~ 4 

011 ди o}v дw 1 ,· ~у_ С_ 12 д 2 ::V __ 12 м22 --О. -. +--1-t- - --Т12 =0 . . 
д~ ОТ] д~ от~ G12 ОТ] С22 д~L. С22 

Метод решения. Учитывая малую изменяемость изгибных форм 

в продольном направлении, решение задачи можно аппроксимировать 

по продольной координате небольшим числом гладких функций. 
Воспользуемся конечно-элементной аппроксимацией полиномами Эрмита 
третьей степени, которая обеспечивает непрерывность функций и их 
первых производных. Ограничимся расчленением оболочки в продольном 
напраалениvi ;;а два элемента. Используя симiv,етрию 

и решения относительно сечения ,;=L/(2R), можно рассмотреть только 
один элемент, удовлетворив условиям симметрии 

Т."=дТ22 = 0М22 =и=дv=ди,=ду =0 пи c=L/(2R). 
·~ а,; а.; а; о,; а~ Р - · · · 

Тогда решение задачи можно представить в виде 
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3 2 3 2 3 -.2 3 
где H1=2s -3s +1, H2 =s -2s +s, 1(3 =-2s +.Js , H4 =s -s, s=2q/l, 

l =f,/ R - безразмерная длина оболочки. 

На граничном контуре аппроксимация (4) должна удовлетворять 

условиям шарнирного опирания (3). Представим решение И в виде: 

и= и1Н1 + и2Н2 +и4Н4 ; и2 = -(t/l)н·i; i• = i·2112 + v3H 3 ; 

Н'= >V2H2 + w3H3; у с.= r2H2 + у3Н3; (5) 

В этом случае все граничные условия, кроме условия Л111 =0, 

удовлетворяются выбором амплитуд аппроксимации. Условие для , М11 

остается естественным для функционала Э 1 . Интеграл в выражении (2) 
примет вид 

ЭГ _ l J С ··12 ОН' О 111 / 2 l ('2 ) ..., ...,2 
-- 11 ____ ----СУ]. 

12 г С22 д~ д~2 

Подставим соотношения (5) в функционал (2), тогда все функции. 

зависящие от переменной ~, будут известны, и по этой переменной можно 
выполнить интегрирование. Полученный функционал проварьируем 

по неизвестным независимым функциям и 1 ,и4 ,и1 , v3 , н•2 , И'.~, у2 ,у,, Т2 ,fз, 

т;, Т4 , М2 , iVf3 и приравняем выражение при независимых вариациях нулю, 

выполнив, таким образом, условие стационарности функционала. Получим 

следующие уравнения: 

1·•р (с· С122 J( п р ) , С12 7· J> . j ij= ·11--- ZIJ'itA/+4+1wjи'k ;+4,j;k,k+4 ..--···-- J i•·4j' 
Сп Сп 

ТР· = S .р 4 · + Gг (» .р. -у.[',. - и:'.р. )' } 1/ } 1+ } _.) } 1) } 1) J 1) 

н·.:{ РиGп + ~~ Cii2P;44,j+4 ·f tTk!~jk J = { С1 i - ~~~ )(иJ1''к!i_,.<f,)"4,k•4 + 
(6) 

+ !__ И'.1· \У1. \\'1Л~·i ;·· tl k•,; 1~11 I + t с12 \t',Т;.Р,+·1· 1·+,! '· - !\·t·/1;:P;,1. + T;f'i; ..;. 2 ..... , г, ...• ,. ) С22 J •••.. ,л ... ,, , .• 

+j___!_r·C11_C1~·1и.•·P 8. 8_С12_мр a·+G12_y'.p,,. ·J.,+c.7·P·· 
12l . с? .J I+ . ./" С .J Н•О) 12 ./ /~·".J+" .J lf' 

- . _2 / 7.7. 
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Полученная система дополняется граничными условиями rю координате r; . 
В данной работе рассматривались несколько вариантов граничных 

условий на торцах оболочки и соответственно систем .уравнений, 

аналогичных (6): 

1) '/j 1 7 ' О, 712 с.= О, Н' =О, Мх =о 

2) и с.с О, t' =О, Н' "~О, и/ '"О ; 

3) 11 =0, \1=0, и1=0, Мх=О (7) 

4) 7J 1 =О, i•=O, н•=О, \V ' ==0 ' 

5) '/] 1 =О, i 1 =0, 1У =О, Мх=О 

Задача решается путем сведения краевой задачи (6) 

с соответствующими граничными условиями к задаче Коши методом 

Ньютона в сочетании с методом движения по параметру нагрузки (З]. 

Численный анализ. При численном расчете рассматривалось 

нелинейное деформирование цилиндрической оболочки под действием 

нагрузки"ветроаого"типа 

q = q0 (a+ fЗcos r/f'. (8) 

На рис. 1 11ре,цс>1·авJ1ены rрафики зависиN1остей критическои нагрузки 

от соотношения модулей упругости в продольно~"', и окружном направ.пениях 

для оболочки с геометрией L/ R = 2, R/ h = 100 под нагрузкой с параметрами 

а "·" fJ = 0,5 и т = 6 при разном закреплении торцов (/). Значение критической 

нагрузки q кр отнесено к критической нагрузке для изотропнбй оболочки q п [1 ]. 
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Рис. 1 - Зависимость критической нагрузки от соотношения модулей упругости 

Номер кривой соответствует номеру граничных условий в формулах (7), 
жирной линией приведена кривая для равномерного внешнего давления 

при шарнирном опирании [З]. Из фафика видно, что для всех видов 

граничных условий критическая нагрузка значительно выше для более 

"жесткой" в окружном направлении оболочки. Для граничных условий вида 2 
и З из (7) значение критической нагрузки практически совпадает при любом 
соотношении модулей упругости. Для более "мягкой" в окружном направ­

лении оболочки вид граничных условий слабо влияет на значение критичес­

кой нагрузки. Из графиков (рис. 1) также видно, что наличие асимметрии 
в нагрузке значительно усиливает влияние анизотропии на значение 

критической нагрузки. Следует отметить, что для оболочек с граничными 

условиями вида 1, 4 и 5 из (7) соотношение жесткостей не влияет на форму 
волнообразования, деформирование оболочки носит локальный характер, 

причем максимальный прогиб направлен внутрь оболочки, аналогично 

случаю деформирования изотропной оболочки [З]. Так же ведет себя 

оболочка с граничными условиями 2 и 3 при Е1 / Е2 < 1, а при Е1 / Е2 2:1 

деформирование оболочки носит локальный характер, в то время как 

максимальный прогиб направлен наружу. 

На рис. 2-3 приведены графики зависимости критической нагрузки от ее 
изменяемости (параметра т в (11 )) при шарнирном (кривая 1) и жестком 

(кривая 2) закреплении торцов для Е,/ Е2 = U,2 (рис. 2) и f,/ Е2 = 2 (рис. 3). 

Для более "жесткой" в окружном направлении оболочки (рис. 1) значение 
критической нагрузки значительно выше, чем для более "мягкой" (рис. 2). 
В обоих случаях критическая нагрузка значительно выше при жестком 

защемлении по отношению к шарнирному опиранию. 
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Рис. 2 - Зависимость критической нагрузки от ее изменяемости при Ei/ Е2 =О, 2 
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Рис З - З<~Rисимостh критической нагрузки от ее изменяемости при Н: / Н2 = 2 

Из сравнения рис. 2 и рис. З видно, что характер влиf1ния граничных 

условий в зависимости от соотношения модулей упругости сохраняется 

nри различных nЕ~раметрах и.зменяемости действующей нагрузки. 

Выводы. Проведенный анализ показывает, что анизотропия механи­

ческих свойств тонкостенных оболочек существенно влияет на значения 

критических нагрузок при неосесимметричной деформации и на их зависи­

мость от граничных условий. Относительное уменьшение жесткости в окруж­

ном направлении влечет за собой резкое снижение критических нагрузок 

при неосесимметричной деформации. 
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ВПЛИВ ЗМIННОГО МОДУЛЯ ПРУЖНОСТI 
НА НЕЛIНIЙНЕ ДЕФОРМУВАННЯ ЦИЛIНДРИЧНо'I ОБОЛОНКИ 
В залежностi вiд вiдношення модулей пружностi розглядае:ться поведiнка 

анiзотропно'i цилiндрично'i оболонки пiд дiсю нсоднорiдноrо в радiальному 
напрямку навантаження "вiтрового" ·типу, дослiджуе:ться вплив змiнностi 
зовнiшнього навантажсння i типу граничних умов на торцях оболонки на величину 
критичного навантаження. 

Ключоеi слова: анiзотропна оболонка, крuтичне навантаженl!я, nоfiний фуг1кцiонал, 
полiноми Ермiта, навантаження "вiтрового" типу. 

N. /. Obodan, Professor, G. М. Gavefya, М. J. Кisefeov, Associate Professor 

INFLUENCE OF VARIABLE ELASTIC MODULUS 

ON CYLINDRICAL SHELL NON-LINEAR DEFORMATION 
Anisotropic cylindrical shell sнbjected to а non-uпiform "wind"-type load 

is considered. Critical /oads are prescnted against external load variabllity and boundary 
conditions types. 

Key.vords: anisotropic sr'Je/f, critical /oad, complete functioпal, Hermitian polynomia/s, 
"wind"-type load. 

Pr0Ыen1 statement and nнme;ical method. The circular cylindrical she!I 
under non-uniform external pressure is considered. Pressure is changing in а radial 
direction and almost does not vary along the iength of the sheli. The sheli is made 
from orihotropyc materiai, and axes of orthotropy coincide with directioilS of maiп 
curvatures of t~1e shell. For this way cf loading under consideration little variabllity 
of bending forms in а iongitudinal direction and essentiai noniinearity of subcriticai 
conditions of the shell аге typical, therefore it is necessary to use relationships 
of the nonlinear theory of thin elastic shells. 

\/'Jith the help of the variatianal approach stated in [5], \11.thich simplifies of aJI 
relations dшiпg c;eation of the approximate model, the solution can Ье receivcd 
as а station point of full functional. 
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As long as functional И is stationary, physical and geometricai relations 

and equations of balance and boundar1 condaions of the considered she!I follo\i\l. 
The number of unknown functions of the proЬlem decreases in functional U , when 

dependences which are oьtained from physical and geometrical relations, stand. 
Taking into account small variaЬility of bend forms in longitudinal direction, 

the solution of the proЫem сап Ье approximated on longitudinal coordinate 
Ьу small number of smooth functions. For this purpose finite-element 
approximation Ьу Hermite third degree polynomials was used, which provides 
а continuity of funciions and their first derivatives. 

ln thc given 'л1ork somc variants of boundary conditicns at end faces cf sheii 
vvere analyzed: 

1) 7i1 =0, 7J2 =0, >V= О, Л1х с:: О 

2) и= О, v=O, 111 =О, >V ' =0 

3) и '"-'О, v=O, н·=О, /vfx =о,; (1) 

4) 7j 1 =0, v '""О, и1 =О, HI ' =0 ' 

5) 7J 1 =0, ,, =О, 11' =О, Мх=О 

The proЫem was solved Ьу transformation of boundary value proЫem 
with corresponding boundary conditions into Cauchy proЬiem using Newton 
method in comЬination with load parameter moven1ent method [5]. 

Numerical analysis. Numerical calculation considered nonlinear deformation 

of а cylindrical shell with parameters J,/ R = 2, Н/ h = 100, where 1~. h, R -

!ength, thickness and radius of the shell, Е1 , Е 2 - factors of elasticity of а material 

in longitudinal and cross directions under action of loading of "wind" type 

q ссо с; 0 (а+ fJ cos Т/ )т with parameters а = fЗ = 0,5 and т = 6 at different 

fastening of end faces (1 ). 

NlJmerical data assures that for all kinds of boundary conditions critical 
lcading is n1uch higher for she!! \Лthich is more 11 rigid" in rad!a! d!rection. 
For boundary conditions of kind 2 and З from (1) value of critical loading 
practically coincides at any value of elasticity modules. For а shell which 
is "softeг" in radial direction the kind of boundary conditions almost do not affect 
value of critical loading. lt is also evident from calculations, that presence 
of asymmeiry in ioading consideraЬiy sirengtf1ens if'1fiue(1Ce of aпisotropy 

оп vaiue of criiicai ioading. it is necessary to note, tr1at for eпvironments 

with boundary conditions of kind 1, 4 and 5 from (1) rigidity relation does 
not inf!uence the form of \•Jave formation. Deformation of the she!I has !ocal 
character, and the maximal deflection is directed inside of the shell, similar 
to the case of isotropic shell deformations [1]. The shell with boundary conditions 
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of kind 2 and 3 behaves similarly with Е1 / Е2 -< 1 , and wiih Е1 / Е2 2: J 

dcformation is loca!, but maximun1 deflectipn is directed outside. 
Conclusions. The analysis shows that anisotropy of mechanicai properties 

of thin-walled shefls essentially influences values of critical load under non­
asymmetrical deformations and оп their dependence on boundary conditions. 
Relative reduction of rigidity in radial direction leads to significant drop of critical 
loads at non-asymmetrical deformations. 
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