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СОВЕРШЕНСТВОВАНИЕ МАТЕМАТИЧЕСКИХ МОДЕЛЕЙ ДЛЯ 

ОЦЕНКИ ДИНАМИКИ ПОЕЗДА 

Цель. Используя научные публикации провести анализ математических моделей, разработанных в 

Украине, странах СНГ и за рубежом, используемых для теоретических исследований динамики поезда, а 

также показать актуальность дальнейшего их совершенствования. Анализ публикаций. Информационной 

базой исследования являлись официальные полнотекстовые и реферативные базы данных, научные труды 

отечественных и зарубежных ученых, профессиональные периодические издания, материалы научно-

практических конференций, методические материалы министерств и ведомств. Анализ публикаций о 

существующих математических моделях, используемых для решения широкого круга задач, связанных с 

исследованием динамики поезда показывает целесообразность их применения. Результаты. Результаты 

этих исследований были использованы при проектировании новых типов поглощающих аппаратов и 

воздухораспределителей, при разработке способов управления движением обычных и соединенных поездов, 

при создании соответствующих режимных карт, при разработке энергосберегающих способов ведения 

поездов, при пересмотре Строительных норм и правил (СНиП ΙΙ-39.76), при выборе параметров, созданной в 

ДИИТе автономной системе автоматического управления вспомогательным локомотивом, находящимся в 

составе соединенного поезда, при создании на базе компьютерных технологий тренажеров для обучения 

машинистов, при оценке динамических показателей экипажей, характеризующих их безопасность 

движения. Ученые всего мира проводят численные эксперименты, связанные с оценкой динамики поезда, с 

помощью математических моделей, которые необходимо постоянно совершенствовать. Научная новизна. 

Научная новизна проведенного анализа заключается в изложении основных теоретических положений, на 

основании которых разработаны существующие математические модели для решения задач о динамике 

поезда. Проведенный анализ научных статей, опубликованных в Украине, странах СНГ и за рубежом, 

позволяет определить наиболее актуальные области применения математических моделей. Практическая 

значимость. Практическое значение полученных результатов заключается в научной обоснованности и 

прикладной направленности теоретических исследований с использованием математических моделей, 

совершенствование которых позволит расширить круг решаемых задач, повысить уровень достоверности 

получаемых результатов. 
Ключевые слова: длинносоставные поезда; динамика поезда; математические модели продольных 

колебаний поезда; моделирование межвагонных соединений; научные статьи; продольные силы в поезде; 
тренажеры машинистов локомотивов 

Вступление 

С увеличением скоростей движения, масс и 

длин поездов, особенно грузовых, повышением 

мощностей локомотивов, требуется 

контролировать продольные силы, 

возникающие при стационарных и переходных 

режимах движения поезда, которые влияют на 

безопасность движения. Следует иметь в виду, 

что с позиции безопасности движения, 

опасными могут оказываться продольные силы 

квазистатического характера или силы 

ударного характера, содержащие такие 

квазистатические составляющие. Такого рода 

силы при определенных условиях могут 

вызывать выдавливание (или выдергивание) 

вагонов из состава поезда. 

Ранее экспериментальный метод 

исследования переходных режимов движения 

поездов был основным методом, используемым 

для получения практически важных 

результатов. Нынешний уровень теоретических 
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методов исследования переходных режимов 

движения поездов, базирующийся на 

использовании современных ПЭВМ и ІТ-

технологиях, позволяет решить многие 

технические задачи в области динамики поезда. 

Кроме того, компьютерное моделирование 

(численный эксперимент) имеет существенные 

преимущества перед натурным экспериментом. 

Во-первых, не нужно проводить 

эксперимент на реальных физических объектах, 

так затраты на различные компьютерные 

эксперименты намного меньше, чем на 

натурные эксперименты. Масштабы 

экспериментов можно выбрать по своему 

усмотрению, при этом есть возможность 

проведения многократных опытов с 

постепенными изменениями входных данных 

задачи. 

Во-вторых, в процессе построения 

математических моделей для проведения 

вычислительного эксперимента и во время ее 

исследования можно проанализировать и 

понять характеристики исследуемого объекта. 

Цель 

Любое научное исследование должно 

базироваться на знании научного наследия 

предшественников, в связи с чем одним из 

ключевых этапов любого научного 

исследования является анализ результатов 

научных исследований предшественников. 

Необходимость такого анализа обусловлена 

невозможностью допущение повторов 

научного результата и необходимостью 

дальнейшего развития науки для поиска 

истины [30, 33]. 

Целью публикации является анализ 

результатов научных исследований, 

проведенных в Украине, странах СНГ и за 

рубежом о развитии математических моделей 

для решения задач о динамике поезда, а также 

показать актуальность дальнейшего их 

совершенствования. 

Анализ публикаций 

Для решения этих задач Николаем 

Егоровичем Жуковским в 1919 году были 

предложены две расчетные схемы поезда. 

В этом случае поезд рассматривался виде 

упругого стержня с грузом на конце. Масса и 

длина стержня равнялась массе и длине состава, 

а масса груза – массе локомотива [9]. Тогда 

движение поезда описывалось волновым 

уравнением и определение продольных усилий 

сводилось к решению краевой задачи. Затем 

поезд предполагалось рассматривать как 

систему твердых тел, соединенных между собой 

упругими связями, подчиненными закону Гука, 

и задача сводилась к решению системы 

дифференциальных уравнений при заданных 

начальных условиях. Используя, описанные 

выше схемы, представляли собой 

консервативные системы и позволяли 

определить только верхние границы продольных 

сил при неустановившихся режимах. 

В. А. Лазарян уточнил расчетные схемы, 

предложенные Н. Е. Жуковским. Если зазоры в 

межвагонных соединениях не влияют на 

протекание переходных процессов (при 

трогании с места предварительно растянутого с 

головы поезда, при торможении головным 

локомотивом предварительно сжатого с головы 

поезда, въезд растянутого (сжатого) поезда на 

выпуклый (вогнутый) перелом профиля), то 

поезд можно рассматривать в виде упруго-

вязким стержня с грузом (локомотивом) на 

конце [1, 4, 12, 15-17, 19, 36]. 

 

Рис.1. Расчетная схема поезда в виде стержня. 

В этом случае продольные колебания поезда 

описываются дифференциальными 

уравнениями в частных производных второго 

порядка. 

Используя такую модель, решение задачи 

можно найти аналитически. 

Всеволод Арутюнович Лазарян в своей 

докторской диссертации предложил учитывать 

при колебаниях рассеивание энергии и 

рассматривать поезд как одномерную систему 

твердых тел, соединенных упруго-вязкими 

связями. 

 

Рис.2 Расчетная схема поезда в виде цепочки тел, 

соединенных упруго-вязкими связями 
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Эти расчетные схемы использовались в 

работах В. А. Лазаряна, Е. П. Блохина, И. Г. 

Барбаса, Т. А. Городецкой, А. И. Стукалова, А. 

А. Уланова, Ф. В. Флоринского. Поставленные 

В. А. Лазаряном в реальных условиях 

многочиленные специальные опыты с 

поездами, подтвердили правомочность 

применения, в ряде случаев, упомянутых 

расчетных схем и позволили найти 

необходимые для расчетов многие 

характеристики грузовых и пассажирских 

поездов (скорость бега воны возмущений при 

пуске в ход и торможениях, продольную 

жесткость состава, жесткость межвагонных 

соединений при нагрузке и разгрузке, 

среднестатистические значения зазоров в 

межвагонных соединениях). 

Естественно, что при этом рассматривались 

переходные режимы движения, на которые 

зазоры в упряжи поезда не влияют (пуск в ход 

предварительно растянутых и торможение с 

головы предварительно сжатых поездов, 

движение растянутого поезда по перелому пути 

типа «горб» и сжатого по перелому типа 

«яма»). Во всех этих случаях практически 

совпадали не только графики распределения 

вдоль состава максимальных значений 

продольных усилий, полученные расчетом и по 

итогам экспериментов, но и осциллограммы 

продольных усилий в сечениях поездов при 

различных переходных режимах. Линейная 

постановка задач позволяла использовать при 

решении аналитические методы и созданную в 

лаборатории динамики и прочности 

подвижного состава ДИИТа электрическую 

модель на пассивных элементах (R, L, C). 

Первые исследования продольных усилий, 

когда зазоры влияют на переходной процесс, 

проводились экспериментально. 

Когда зазоры в межвагонных соединениях 

влияют на переходной процесс, В. А. Лазарян 

предложил в качестве расчетной схемы систему 

твердых тел, которые соединены между собой 

элементами с упругими несовершенствами, 

учитывающими зазоры [3, 18, 20-23, 28]. 

 

Рис.3. Расчетная схема поезда как нелинейной 

системы. 

Рис. 3 отличается от рис. 2 наличием еще 

одного элемента, условно обозначающего зазор 

в межвагонном соединении и нелинейностью 

силовых характеристик самих поглощающих 

аппаратов автосцепок. 

Наличие в упряжи зазоров и в общем случае 

нелинейности силовых характеристик 

поглощающих аппаратов автосцепки заставляет 

рассматривать поезд как цепочку твердых тел, 

соединенных связями с нелинейными 

характеристиками. В этом случае 

математическая модель продольных колебаний 

поезда представляет собой систему 

существенно нелинейных дифференциальных 

уравнений, порядок которой зависит от 

количества экипажей в поезде Решение такой 

системы аналитическим путем получить 

нельзя. Поэтому на первых порах исследования 

в ДИИТе переходных режимов движения 

поездов в рассматриваемой постановке 

выполнялись с помощью специальной 

электронной модели поезда, выполненной на 

базе трех аналоговых вычислительных машин 

типа МПТ-9. Известно, что одним из 

достоинств АВМ является получение решений 

в реальном масштабе времени, что очень важно 

в случае применения систем автоматического 

управления. 

С появлением ЭВМ такие исследования 

стали проводиться путем численных 

экспериментов. 

В этом случае задача сводилась к решению 

системы обыкновенных дифференциальных 

уравнений с применением методов численного 

интегрирования. Методике математического 

моделирования переходных режимов движения 

поездов с помощью ЭВМ посвящены работы 

[2, 3, 11]. 

Появление цифровых вычислительных 

машин и использование современных 

вычислительных методов позволили 

существенно расширить круг важных для 

отрасли задач. При этом, получаемые в 

результате решения системы нелинейных 

дифференциальных уравнений осциллограммы 

продольных усилий можно сравнивать с 

полученными экспериментально лишь 

качественно, но распределение вдоль состава 

максимальных значений продольных сил, 

найденных расчетом и экспериментально, 
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согласуются достаточно неплохо. Естественно, 

что такое согласование может быть получено 

лишь при условии использовании в расчете 

достоверных механических характеристик 

поезда, профиля и плана пути, а также данных 

о распределение зазоров в упряжи к началу 

переходных процессов. 

Для получения таких характеристик 

проводились специальные опыты, с 

однородными, по массе вагонов и типу 

поглощающих аппаратов, поездами в пределах 

станционных путей с целью определения 

численных значений параметров, необходимых 

при решении дифференциальных уравнений 

движения поезда. 

Одним из таких параметров является 

предельный зазор в междувагонных 

соединениях. 

Для грузовых поездов, сформированных из 

только вышедших с завода грузовых вагонов, 

этот зазор составляет 45 мм. В поездах, 

сформированных из грузовых вагонов, 

находящихся в эксплуатации такой зазор равен 

65 мм. В пассажирских поездах зазор в 

междувагонном соединении равен 45 мм. Эти 

величины зазоров и были использованы при 

решении дифференциальных уравнений 

движения поездов [3, 29, 48]. 

Подвижной состав на железных дорогах 

колеи 1524 и 1520 мм оборудован 

упругофрикцонными поглощающими 

аппаратами, не стабильными в работе, поэтому 

часто межвагонные связи имеют различные 

характеристики. Однако при 

экспериментальных исследованиях переходных 

режимов движения поездов выявлены общие, 

интегральные свойства для всей системы. 

Интегральные значения необходимы для 

аналитических исследований и моделирования 

переходных режимов движения поездов. Они 

могут определяться по характеру 

распространения возмущений в поезде, т. е. по 

скорости распространения возмущений вдоль 

состава, по дисперсии волн возмущений 

различного уровня, по затуханию колебаний и 

т. п. [2, 3, 48]. 

С использованием ЦВМ были изучены 

переходные режимы движения грузовых и 

пассажирских поездов при пуске их в ход, при 

торможении, при движении по пути ломаного 

профиля. При этом рассматривались поезда 

однородные и неоднородные, в том числе 

поезда, содержащие вагоны с подвижными 

грузами, оборудованные поглощающими 

аппаратами автосцепки и 

воздухораспределителя разных типов. С 

использованием ЦВМ решено наибольшее 

количество задач, связанных с продольной 

динамикой поезда, и решенных в разное время 

[7, 29, 34, 45, 48, 56-59]. 

Результаты этих исследований были 

использованы при проектировании новых 

типов поглощающих аппаратов и 

воздухораспределителей [3, 5, 6, 10, 27, 31, 32], 

при разработке способов управления 

движением обычных и соединенных поездов [2, 

38, 40] и создании соответствующих режимных 

карт и при разработке энергосберегающих 

способов ведения поездов [58, 62], при 

пересмотре Строительных норм и правил 

(СНиП ΙΙ-39.76) [3, 29, 48], при выборе 

параметров, созданной в ДИИТе автономной 

системе автоматического управления 

вспомогательным локомотивом, находящимся в 

составе соединенного поезда [29], при создании 

на базе компьютерных технологий тренажеров 

для обучения машинистов [24, 26, 37, 50-52, 54, 

64]. 

В последнее время грузовые поезда массой 

несколько десятков тысяч тонн с 

рассредоточенными вдоль состава 

локомотивами уже давно эксплуатируются в 

ряде стран Америки, Азии, Африки, Канада. 

С целью увеличения провозных и 

пропускных способностей железных дорог, 

сокращения эксплуатационных затрат 

пересматриваются весовые нормы грузовых 

поездов в ряде стран. Например, наиболее 

распространенная на пространстве колеи 1524 

и 1520 мм весовая норма величиною в среднем 

порядка 4000 тонн заменена в России на 6000 

тонн, введены в регулярную эксплуатацию на 

наиболее грузонапряженных направлениях 

железных дорог России сдвоенные грузовые 

поезда массой 12 тыс. тонн с распределенными 

вдоль состава локомотивами [13, 25, 39, 44, 46]. 

При этом, чтобы обеспечить допускаемый 

уровень продольных сил при наиболее опасном 

режиме вождения – торможении – необходимо 

согласованно управлять локомотивами. 
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В поездах повышенной массы и особенно 

длины при торможении возникают продольные 

нагрузки, которые могут быть опасны с 

позиции безопасности движения. 

Многочисленные специальные опыты, 

проведенные в разные годы на Приднепровской 

ж.д., ДИИТом, ЦНИИ МПС и в ряде случаев с 

участием МИИТа с поездами массой 6, 8 и 10 

тыс. тонн показали, что при экстренных и 

служебных торможениях даже однородных 

поездов массой до 10 тыс. тонн на вагон могут 

действовать с малой вероятностью (порядка 

тысячных долей) силы, которые превосходят 

допускаемые при расчете на прочность. 

При регулировочных торможениях 

наблюдаемые в опытах наибольшие значения 

сжимающих сил со статистической 

вероятностью 0,009 превосходят на 20…60% 

величины продольных нагрузок (±1 МН), 

допускаемых для III расчётного режима. Для 

растягивающих сил, возникающих при 

«отдаче», превышение достигало 20%, но уже с 

большей в несколько раз вероятностью. 

Исследованию продольной динамике при 

торможении длинносоставных поездов c 

помощью математических моделей посвящены 

многие работы [3, 11, 28, 38, 43, 44, 47-49, 53, 

60, 61, 63]. 

При эксплуатации поездов увеличенной 

длины особое внимание уделяется оценке 

динамических показателей экипажей, среди 

которых наиболее важным является показатель, 

характеризующий безопасность движения 

экипажа – коэффициент запаса устойчивости от 

схода колеса с рельса. 

Для этого используются математические 

модели пространственных колебаний вагона 

(или группы вагонов), движущегося в составе 

поезда [8, 14, 26, 41-42, 55]. При этом модель 

экипажа разбивается на отдельные объекты и 

связи между ними. В качестве объектов могут 

быть выбраны, например, все инерционные 

конструктивные элементы, или часть из них, 

которая может быть объединена в один объект; 

при этом остальные могут выступать в качестве 

отдельных объектов. 

Результаты 

Информационной базой исследования 

являлись официальные полнотекстовые и 

реферативные базы данных, научные труды 

отечественных и зарубежных ученых, 

профессиональные периодические издания, 

материалы научно-практических конференций, 

методические материалы министерств и 

ведомств. 

Анализ публикаций о развитии 

математических моделей для решения задач о 

динамике поезда показывает многочисленность 

исследуемых аспектов. Ученые всего мира 

проводят численные эксперименты, связанные 

с оценкой динамики поезда с помощью 

математических моделей, которые необходимо 

постоянно совершенствовать. 

Результаты исследований нашли свое 

научное использование в ряде публикаций 

авторов в специальных и научных изданиях, 

выступлениях на научных конференциях. 

Научная новизна и практическая 

значимость 

Научная новизна проведенного 
исследования заключается в изложении 
основных теоретических положений и 
методических рекомендаций по 
совершенствованию математических моделей 
для решения задач о динамике поезда. 
Проведенный анализ научных публикаций, 
позволяет определить наиболее актуальные 
исследования в области безопасности движения 
поездов, которые невозможны без 
математического моделирования. 

Практическое значение полученных 
результатов заключается в научной 
обоснованности и прикладной направленности 
теоретических исследований с использованием 
математических моделей, совершенствование 
которых позволит расширить круг решаемых 
задач, повысить уровень достоверности 
получаемых результатов. 

Выводы 

На основании поведенного анализа научных 

публикаций о математическом моделировании 

динамики поезда можно сделать следующие 

выводы: 

1. Несмотря на разнообразие и большое 

количество вопросов, рассмотренных и 

решенных в области переходных режимов 

движения наливных поездов, проблема 
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динамики поезда, в частности его продольных 

колебаний, по-прежнему, остается актуальной, 

особенно при наиболее опасном режиме 

вождения – торможении. 

2. В последнее время, особенно в Европе, 

большое внимание уделяется моделированию 

движения поездов увеличенной массы и длины. 

3. Математические модели должны 

применяться для решения задач о влиянии 

перспективного подвижного состава на 

динамику поезда. 

4. Совершенствовать существующие 

математические модели поезда с учетом задач, 

возникающих при эксплуатации подвижного 

состава. 
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ВДОСКОНАЛЕННЯ МАТЕМАТИЧНИХ МОДЕЛЕЙ ДЛЯ ОЦІНКИ 

ДИНАМІКИ ПОЇЗДУ 

Мета. Використовуючи наукові публікації провести аналіз математичних моделей, розроблених в 

Україні, країнах СНД і за кордоном, які використовуються для теоретичних досліджень динаміки поїзда, а 

також показати актуальність подальшого їх вдосконалення. Аналіз публікацій. Інформаційною базою 

дослідження були офіційні повнотекстові і реферативні бази даних, наукові праці вітчизняних та зарубіжних 

вчених, професійні періодичні видання, матеріали науково-практичних конференцій, методичні матеріали 

міністерств й відомств. Аналіз публікацій про існуючі математичні моделі, які використовуються для 

вирішення широкого кола завдань, пов’язаних з дослідженням динаміки поїзда показує доцільність їх 

застосування. Результати. Результати цих досліджень були використані при проектуванні нових типів 

поглинаючих апаратів і розподільників повітря, при розробці способів управління рухом звичайних і 

з’єднаних поїздів, при створенні відповідних режимних карт, при розробці енергозберігаючих способів 

ведення поїздів, при перегляді Державних будівельних норм і правил (СНіП ΙΙ-39.76), при виборі 

параметрів, створеної в ДІІТі автономній системі автоматичного керування допоміжним локомотивом, що 

знаходяться в складі об’єднаного поїзда, при створенні на базі комп’ютерних технологій тренажерів для 

навчання машиністів, при оцінюванні динамічних показників екіпажів, що характеризують їх безпеку руху. 

Вчені всього світу проводять чисельні експерименти, пов’язані з оцінкою динаміки поїзда, за допомогою 

математичних моделей, які необхідно постійно вдосконалювати. Наукова новизна. Наукова новизна 

проведеного аналізу полягає у викладі основних теоретичних положень, на підставі яких розроблені існуючі 

https://doi.org/10.1016/j.proeng.2016.01.032
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математичні моделі для вирішення задач про динаміку поїзда. Проведений аналіз наукових статей, 

опублікованих в Україні, країнах СНД і за кордоном, дозволяє визначити найбільш актуальні сфери 

застосування математичних моделей. Практична значимість. Практичне значення отриманих результатів 

полягає в науковій обґрунтованості та прикладній спрямованості теоретичних досліджень з використанням 

математичних моделей, вдосконалення яких дозволить розширити коло вирішуваних завдань, підвищити 

рівень достовірності отриманих результатів. 
Ключові слова: довгосоставні поїзда; динаміка поїзда; математичні моделі поздовжніх коливань поїзда; 

моделювання міжвагонних з'єднань; наукові статті; поздовжні сили в поїзді; тренажери машиністів 
локомотивів 
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IMPROVEMENT OF MATHEMATICAL MODELS FOR ESTIMATION 

OF TRAIN DYNAMICS 

Purpose. Using scientific publications to analyze mathematical models developed in Ukraine, CIS countries and 

abroad, used for theoretical studies of train dynamics, and also to show the urgency of their further improvement. 

Analysis of publication. Information base of the research was official full-text and abstract databases, scientific 

works of domestic and foreign scientists, professional periodicals, materials of scientific and practical conferences, 

methodological materials of ministries and departments. Analysis of publications on existing mathematical models 

used to solve a wide range of problems associated with the study of the dynamics of the train shows the expediency 

of their application. Findings. The results of these studies were used in the design of new types of absorbing 

apparatus and air distributors, in the development of methods for controlling the movement of conventional and 

connected trains, in the creation of appropriate regime maps, in the development of energy-saving methods of 

conducting trains, in revising the Construction Norms and Rules (SNiP ΙΙ-39.76), when selecting parameters created 

in the DIET by an autonomous automatic control system of an auxiliary locomotive that is part of a connected train, 

the basis of computer technology simulators for the training of machinists, in assessing the dynamic performance of 

crews characterizing their traffic safety. Scientists around the world conduct numerical experiments related to the 

evaluation of train dynamics using mathematical models that need to be constantly improved. Originality. The 

scientific novelty of the analysis is in the presentation of the main theoretical positions on the basis of which 

existing mathematical models for solving problems on the dynamics of a train have been developed. The analysis of 

scientific articles published in Ukraine, CIS countries and abroad allows us to determine the most relevant areas of 

application of mathematical models. Practical value. The practical significance of the results obtained lies in the 

scientific validity and applied orientation of theoretical studies using mathematical models, the improvement of 

which will expand the range of problems to be solved, and increase the level of reliability of the results obtained. 
Keywords: long train; dynamics of the train; mathematical models of longitudinal train oscillations; modelling 

compounds between wagons; science articles; longitudinal forces in the train; trainers for locomotive drivers 
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