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Исследования динамического воздействия подвижных на­
грузок на сооружения продолжают оставаться весьма актуаль­

ными в современной механике, несмотря на определенные ус­
пехи, достиrнутые в последние годы трудами, в основном, со­

ветских vченых. 

ЗначИтельный вклад в изучение этой проблемы внесли 
В. В. Болотин, Н. Г Бондарь, П. И. Гольденблат, А. Б. Мор­
гаевский, Я. Г Пановко, А. П. Филиппов и др. 

Интенсивное развитие промышленности и транспорта 
в СССР, применение новой техники вносит существенные из­
менения в условия эксплуатации инженерных сооружений, 
при этом увеличиваются скорости движения и масса подвиж­

ных нагрузок, а масса сооружения, за счет использования но­

вых высокопрочных материалов и рациональных конструктив­

ных решений, уменьшается. Появляются новые типы сооруже­
ний. Кроме того новая электронная вычислительная техника 
позволяет получить решения ряда таких задач, которые до 

этого считались практически неразрешимыми или имели сугу­

бо приближенные решения. 
Указанные обстоятельства делают необходимыми дальней­

шие теоретические исследования с достаточно высокой сте­
пенью точности получающихся решений. 

Одновременный учет всех основных динамических факто­
ров, возникающих при движении нагрузки, приводит к реше­

нию достаточно сложных уравнений, не допускающих решения 
в замкнутом виде. Это обстоятельство заставляет искать, с од­
ной стороны. приближенные методы решения общих уравне­
ний движения, а с другой,- возможные упрощения в самоИ 
постановке задачи. 

Иной путь открывает применение электронных цифровых 
вычислите.!Jьных машин, позволяющее получить решение зада­

чи с необходимой степенью точности, исходя из общих уравне­
ний движения, без упрощения в самой постановке задачи. Все 
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эти направJ1ения привели к тому, что возникли и применяются 

многочисленные методы решения задач о динамическом воз­

действии подвижных нагрузок. Назрела необходимость в 
сравнении и анализе эффективности этих методов. Поэтому 
IV глава нашей работы посвящена рассмотрению и сравнению 
наиболее распространенных методик, применяемых до послед­
него времени. 

Задачи о динамическом воздействии подвижных нагрузок 
приводят к рассмотрению бесконечных систем интегральных, 
интегро-дифференциальных или дифференциальных уравне­
ний. Естественно, мы органичиваемся конечным числом урав· 
нений. При этом возникают вопросы связанные с алгоритмом 
решения и сходимостью процесса, а именно - обеспечение 
точности решения при наименьшей затрате труда на составле­
ние программы и наименьшем количестве необходимого ма­
шинного времени. 

Эти вопросы в определенной степени и рассмотрены во вто· 
рой главе и при решении каждой конкретной задачи. При этом 
исследован вопрос о динамическом эффекте движущейся на­
грузки с учетом массы как сооружения, так и груза при боль­
ших скоростях движения вплоть до критических. 

Методом Бубнова-Галеркина получены общие дифферен· 
циальные уравнения, которые решаются численными приема­

ми интегрирования обыкновенных дифференциальных уравне­
ний с применением электронных цифровых вычислительных. 
машин (ЭЦВМ). 

В работе приведены расчетные схемы и графики динамнче­
СJШХ коэффициентов для большого числа задач при различных 
параметрах движущейся нагрузки. 

Диссертационная работа, объемом в 232 страницы машина. 
писного текста с 79 иллюстрациями и 17 таблицами, состоит 
из введения, шести глав, заключения, списка литературы и 

приложения. Библиография содержит 144 названия. 
В первой главе дан обзор теоретических иссдедований по 

колебаниям балочных и арочных конструкций при действии 
подвижной нагрузки. Этот обзор, посвящен применению раз­
дичных методов решения задачи о динамическом воздействии 
подвижной нагрузки. Отмечено большое количество методов 
и необходимость анализа их эффективности. Перечисдены за­
дачи, рассмотренные в настоящей работе. 

Во второй главе исследовано влияние форм свободных ко­
дебаний на величину динамического коэффициента при движе­
нии по балке сосредоточенного массивного груза. Исследова-
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ние проведено с помощью метода разложения по фундамен­
тальным функциям колебаний системы. Используя дифферен­
циальное уравнение поперечных колебаний балки и применяя 
метод Бубнова-Галеркина, получена бесi<онечная система диф­
ференциальных уравнений вида: 

Ai (е) 111 (Е)+ 8 1 (Е) '1)1 (~) + С1 (Е) 'IJ; (Е)+ 

+ L [ an (Е) 111 (Е)+ ьlj (е) 111 (Е)+ с;1 (е) 'IJJ (е)]=- D1 (Е), (l) 

(i= 1, 2, 3, j = 1, 2, 3 

где 'IJ; (е)- динамический коэффициент по соответствующей 
форме свободных колебаний; 

~-безразмерное время (О ..:;;:е..:;;: 1). 

Переменные коэффициенты в системе дифференциальных 
уравнений ( 1) зависят от вида и поведения нагрузки. 

Оставляя в системе ( 1) конечное число уравнений n, мы 
учитываем, соответственно, n форм свободных колебаний. Для 
решения полученной системы дифференциальных уравнений 
применялея численный метод Рунге-Кутта. Предварительно 
система ( 1) приведена к системе дифференциальных уравне­
ний первого порядка. Решения получены с учетом одной и двух 
форм свободных колебаний на ЭЦВМ «Промiнь», с учетом 
трех форм свободных колебаний на ЭЦВМ М-20. 

Оказалось, что для определения с точностью до 2-3% аб­
солютного наибольшего динамического прогиба или прогиба 
на середине пролета балки, с успехом можно пользоваться 
первым nриближением (учитывается одна первая форма коле­
баний). 

При определении прогибов под грузом, двигающимся с по­
стоянной скоростью, рекомендуется учитывать, по крайней ме­
ре, две первые формы колебаний. 

При решении задач о динамическом воздействии подвиж­
ной нагрузки следует избегать оценок величины динамическо­
го коэффициента по величине динамического прогиба под гру­
зом, так как это при больших скоростях движения нагрузки 
может привести к существенному искажению результатов и 

неверным выводам. Величину динамического коэффициента по 
деформациям можно рекомендовать оценивать по абсолютно 
наибольшему динамическому прогибу балки. Для определения 
динамического коэффициента по моментам необходимо учиты­
вать достаточно большое число форм колебаний. 
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В этой главе, естественно, рассмотрена простейшая расчет­
ная схема- свободно опертf.U! балка при постоянной скорости 
движения груза. 

В третьей главе рассмотрены колебания балки при движе­
нии по ней нагрузки с переменной скоростью. Результаты по· 
лучены с учетом высших форм колебаний. Во всех случаях 
принята равнопеременная скорость движения нагрузки и учи­

тывается как масса нагрузки, так и масса сооружения. 

Рассмотрены случаи движения сосредоточенного груза 
ускорением и замедлением, полосы равномерно распределен­

ной нагрузки с ускорением и замедлением, а также случай на­
движения полосы равномерно распределенной нагрузки, пере­
меащющейся по балке с ускорением и замедлением. Для каж­
дого случая просчитаны варианты с различными начальными 

скоростями. Массы нагрузки и балки приняты равновеликими. 
Расчеты проведены на ЭЦВМ «Промiнь» и М-20. 

Для любой скорости движения полосы равномерно распре­
деленной нагрузки достаточно точное решение, при определе­
нии динамических прогибов, можно получить учитывая только 
одну первую форму колебаний, для сосредоточенного груз~J 
учет одной формы колебаний возможен лишь при максималь· 
ной мгновенной скорости меньшей половины критической для 
данной балки; при большей же скорости движения сосредото­
ченного груза необходим учет высших форм колебаний (вто­
рой и третьей). 

Для определения динамических перемещений при движе­
нии нагрузки с переменной скоростью был применен метод раз· 
ложения по фундаментальным функциям колебаний, но дJJЯ 
сравнения был использован и асимптотический метод (метод 
Б В К), который дает решение в форме квадратур, что позволи­
ло провести некоторый анализ параметров задачи. Асимптоти­
ческий мегод дает удовлетворительные результаты в первом 
приближении только при скоростях значительно меньших кри­
тической. 

Четвертая глава посвящена сравнению различных методов 
решения задачи о динамическом воздействии подвижной на­
грузки и на основании сравнения, предложены наиболее эф­
фективные методы д.rтя различных конкретных задач. 

Здесь излагается в основном известный материал, но ои 
сгруппирован и проанализирован в сравнении. Кроме уже ис­
по.пьзованных нами в предыдущих г.1авах методов (асимпто­
тического и метода разложения по фундаментальным функ­
циям колебаний) рассмотрены: 
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1. Метод Шалленкампа; 
2. Метод интегральных уравнений; 
3. Метод переменнога масштаба. 
По сравнению с другими методами, метод Шалленкаl\ша 

оказался очень трудоемким, не эффективным и устаревшим. 
Методы перемениого масштаба и асимптотический можно ис­
пользовать при решении задач с учетом только одной формы 
колебаний, т. е. для решения одного дифференциального урав­
нения второго порядка с переменными коэффициентами. Но 
эти методы позволяют получить аналитическое решение в фор­
ме квадратур. 

Сравнивая метод разложения по фундаментальным функ­
циям с методом интегральных уравнений, нельзя отдать реши­
тельного предпочтения ни одному из этих методов. Они доста­
точно удобны для программирования, но при определении ди­
намических перемещний с учетом небольшого числа форм сво­
бодных колебаний (до трех) затраты машинного времени не­
сколько меньше в случае применения метода разложения по 

фундаментальным функциям колебаний. В случае же опреде­
ления динамических напряжений предпочтение нужно отдать 
методу интегральных уравнений. При движении нагрузки по 
балкам динамические коэффициенты для перемещений оказы­
ваются несколько большими, чем динамические коэффициенты 
для напряжений. 

Поэтому в дальнейшем мы ограничились опредедением 
только динамических Iюэффициентов для перемещений. 

В пятой главе рассмотрены колебания пологой параболи­
ческой арки при движении по ней сосредоточенного груза и 
надвижении на арку полосы равномерно распределенной на­

грузки с постоянной скоростью. 
Пренебрежение горизонтальными силами инерции арки при­

водит к тому, что уравнения вынужденных колебаний пологаИ 
арки совпадают с уравнениями колебаний балки, загруженной 
некоторой сnецифической нагрузкой, вызванной действнем 
распора. В этом случае также получается систем а дифферен · 
циальных уравнений вида ( 1) с переменными коэффициента­
ми зависящими от вида и поведения нагрузки. 

Рассмотрены два случая соотношения частот свободных 
кодебаний пологой двухшарнирной арки: 

ш 1 2 : m2
2 : • 3

2 = 1 :5,0625 16 И w1
2 ш12 : t•)з~ = 1 16 16. 

Параметр Cl = vfvкp принималея равным 0,25; 0,5; 1 и 1 ,5. 
Здесь Vкр- критическая скорость движения по пологой арке 
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безмассовой сосредоточенной нагрузки. Большие значения па­
раметра r:1. объясняются желанием получить резонансные яв­
ления по первой и второй частоте свободных. колебаний поло­
гой арки. 

На основании большого количества численных результатов 
было установлено, что с увеличением массы движущейся на­
грузки, динамические коэффициенты возрастают. С увеличе­
нием скорости движения сосредоточенного груза до некоторой 
величины, которую можно назвать критической для данного 
груза, динамический коэффициент также возрастает, а при 
дальнейшем увеличении скорости динамический коэффициент 
уменьшается. С увеличением скорости надвижения распреде­
ленной полосы нагрузки динамический коэффициент все время 
возрастает. 

Движение по пологой арке вертикальной силы Р (сила 
инерции нагрузки не учитывается) при а. =1; 1,5 и 2 вызывает 
резонансные колебания, соответственно, по 1-й, 2-й, и 3-ей фор­
ме свободных колебаний. При этом соответствующие динами­
ческие коэффициенты 't)p 7J2 и 1Jэ имеют наибольшие, но 
ограниченные значения, т. к. нагрузка движется по арке огра­

ниченный промежуток времени. 
При движении сосредоточенного груза, имеющего массу 

меньшую половины массы арки и при r:1. ""0-7-0,5, практически. 
можно ограничится учетом двух первых форм свободных коле­
баний. И чем меньше скорость и масса нагрузки, тем точнее 

при этом будет решение. 
При надвижении полосы распределенной нагрузки, во мно­

гих случаях, можно ограничится учетом одной формы свобод­
ных колебаний, а для случая когда две первые частоты свобод­
ных колебаний пологой арки достаточно близки, необходимо 
учитывать две первые формы свободных колебаний. 

В шестой главе исследованы колебания круговой арки при 
движении сосредоточенного груза по прямолинейной проезжей 
части. Использованы оснQвные уравнения движения, которые 
после ряда преобразований с применением метода Бубнова­
Га,'Iеркина и введения о- функции Дирака приведены к ви­
ду ( 1). П рименение о - функции позволило несколько упро­
стить вывод уравнений, сделав его более изящным и снять ряд 
ограничений накладываемых в подобных случаях на функцию, 
зависящую от вида и поведения нагрузки. При использовании 
метода Бубнова-Галеркина принято разложение решения в 
ряд по фундаментальным функциям колебаний круговой арки. 
Частоты и формы свободных колебаний арки определены из 
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1счных решений при помощи ЭЦВМ «Промiнь». Путем апро!{­
симации точных решений кривой гиперболического вида была 
получена простая приближенная формула для определения 
частот ·свободных 1юлебаний двухшарнирной круговой арки 
постоянного сечения: 

i2 1t2-2 ~2 • r---ы 

~t V MaR'-' 
(i=2, 3, 4, 5, ... ), (2) 

где ~- радианная мера дуги арки. 

Формула (2) дает приближенные значения частот как сим­
метричных, так кососимметричных колебаний арки, причем 
сравнение результатов полученных по этой формуле с точны­
ми решениями и результатами полученными по другим при­

ближенным и более сложным формулам, свидетельствует о 
достаточно высокой степени точности формулы (2). 

Динамические коэффициенты по прогибам получены на 
ЭЦВМ «Промiнь» и М-20 для круговой арки с дугой в 90° при 
различных скоростях движения груза. Отношения массы груза 
к массе арки (р. = Mv!Ma) принимались равными О; 0,5 и 1. 
Решения получены как с учетом одной, так и с учетом трех 
форм свободных колебаний. Для других растворов арки при 
~ = 180°, 60° и ЗОо динамические коэффициенты получены на 
ЭЦВМ «Промiнь» с учетом только одной первой формы сво­
бодных колебаний. 

При движении по прямолинейной проезжей части круговой 
арки безмассовой силы (р. =0) система дифференциальных 
уравнений распадается на независимые уравнения, решение 
которых 1\Iожно найти точно в аналитической форме. Как пока­
зали вычис.'lения, в этом случае динамические коэффициенты 
можно определить с достаточной точностью (до 5°/u) учитывая 
только первую форму колебаний. 

При движении массивного груза необходим учет высших 
форм свободных колебаний. Достаточно быструю сходимость 
решения при учете 3-х первых форм свободных колебаний ар­
J<И удалось получить только при 11 <0,5 и при скорости движе­
ния груза менее четверти критической скорости движения си­

JIЫ по дуге арки. 

Увеличение массы груза, как и уве,тшчение раствора арки 
(угол ~), приводит к увеличению динамических коэффициен­
тов. 

В работе определялись динамические перемещения различ­
ных точек !{ОНструкций в зависимости от положения нагрузки. 
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.\наюв боJiьшого 1шличества числовых результатов позво.пи.1 
сделать некоторые выводы по рассматриваемой проблеме, ко­
торые сформулированы в заключении. 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

1. Резудьтаты исследований показали, что при определении 
наибольших динамических перемещений для шарнирно опер­
той балки, в большинстве случаев, можно ограничиться учетом 
одной первой формы колебаний. Для арочных конструкций это 
допустимо только при движении безмассовой сосредоточенной 
нагрузки или при движении полосы равномерно распределен­

ной нагрузки с небольшой скоростью. При движении массив­
ных сосредоточенных нагрузок по арочным системам необхо­
дим учет двух-трех форм колебаний, а в случае движения на 
грузок имеющих массу сравнимую или более массы арки и 
движущихся с большими скоростями, для получения достаточ­
но точного реешния необходим учет и более высоких форм сво­
бодных колебаний. 

При исследовании динамического влияния подвижной на­
грузки для конструкций имеющих более густой спектр частот 
свободных колебаний необходимо учитывать большее количе­
ство форм свободных колебаний. 

В работе принимзлись следующие соотношения квадратов 
трех первых частот свободных колебаний: 

а) шарнирно опертая балка- w 1 2 :ш!2 :w:12 =1:16:81; 
б) пологая двухшарнирная арка - (1) 1 

2 : tu 2
2 : t1J32 = 1 :5,06: 16 11 

(1)12 ю22 mнz=-.,=1:16:16; 

в) круговая двухшарнирная арка (а.=90о) -u) 1 ~: оо2 2 : оо 3 2 = 
1 :5,55:20,1. 

3. Во всех случаях увеличение массы и скорости движу­
щейся нагрузки приводит, при определении динамических ко­
эффициентов, к некоторому увеличению влияния высших форм 
свободных колебаний. 

4. Сравнение различных методов решения задач о динами 
ческом воздействии подвижной нагрузки указывает на то, что 
n большинстве случаев наиболее эффективными являются чис­
ленные методы. Это метод разложения по фундаментальным 
функциям в комбинации с методом Рунге-Кутта и метод инте­
гральных уравнений. Применеине этих методов предполагает 
наличие электронных цифровых вычислительных машин. 

5. С увеличением массы движущегося груза динамичесi<ие 
коэффициенты всегда увеличиваются. 
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6. Увеличение скорости движения сосредоточенного груза 
до некоторой величины, которую можно назвать I<ритической 
скоростью груза, приводит к увеличению динамических коэф­
фициентов; при дальнейшем увеличении скорости динамиче· 
ские коэффициенты уменьшаются и могут оказаться меньши­

ми единицы. 

7. Увеличение скорости движении полосы распределенной 
нагрузки всегда вызывает увеличение динамических коэффи­
циентов и движение полосы распределенной нагрузки с крити­
ческой скоростью вызывает потерю устойчивости конструкции 
в смысле Эйлера. 

8. При движении нагрузки с переменной скоростью дина­
мический эффект оказывается меньшим, чем при движении с 
постоянной скоростью равной максим альной скорости пере­
мениого движения (рассмотрено только равнопеременное дви­
жение). Торможение сосредоточенного груза вызывает боль­
ший динамичесi<ИЙ эффект, чем ускорение. 

9. При одних и тех же параметрах, характеризующих мае· 
су и скорость подвижной нагрузки, динамические коэффициен­
ты для шарнирно опертой балки будут значительно меньшими, 
чем для арочных систем, а динамические коэффициенты для 
пологой арки меньше, чем для подъемистой. 

В приложении приведено краткое описание, инструкция и 
текст программы для ЭЦВМ «Промiнь» позволяющей числен· 
но проинтегрировать систему дифференциальных уравнений, к 
которой сводятся многие задачи о действии подвижной нагруз­
ки, а также программа, предназначенная для решения таких 

задач методом интегральных уравнений. 
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