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Abstract 
The problem of dust removal of clouds in the quarry by water supply is considered. The mass transfer equation 

is used to calculate the process of dust and water droplet propagation. This modeling equation takes into account 
convective and diffusion transfer of impurities in atmospheric air. An empirical model is used to calculate the process 
of interaction between water droplets and dust particles. The air velocity field in the quarry is calculated based on the 
model of vortex-free flows of a non-viscous fluid (model of potential flow). Differential splitting schemes are used 
for numerical solution of modeling equations. A computer program was created on the basis of the developed numer-
ical model. The results of a computational experiment are presented. 

Анотація 
Розглядається задача знепилювання хмари в кар’єрі шляхом подачі води. Для розрахунку процесу роз-

повсюдження пилу та крапель води використовується рівняння масопереносу. Це моделююче рівняння вра-
ховує конвективний та дифузійний перенос домішки в атмосферному повітрі. Для розрахунку процесу взає-
модії крапель води та часток пилу використовується емпірична модель. Поле швидкості повітряного потоку 
в кар’єрі розраховується на базі моделі безвихрових течій нев’язкої рідини. 

Для чисельного рішення моделюючих рівнянь використовуються різницеві схеми розщеплення. На базі 
розробленої чисельної моделі створено комп’ютерну програма. Представлено результати обчислювального 
експерименту. 
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Постановка проблеми. 
Видобуток корисних копалин здійснюється в 

багатьох країнах світу. Як правило, цей процес ви-
добутку супроводжується інтенсивним забруднен-
ням навколишнього середовища [1, 4, 10, 11]. Відо-
мою проблемою при видобутку копалин є забруд-
нення повітря в робочих зонах, що прилягають до 
кар’єру [4]. При цьому виникає потреба вирішення 
декількох важливих наукових задач: 

1. Прогнозування забруднення повітря при 
руху пилогазової хмари після вибуху. 

2. Зменшення рівня забруднення повітря шля-
хом використання різних технічних засобів. 

Особливо важливою є роль математичних мо-
делей в таких дослідженнях. Але прогнозування рі-
вня забруднення повітря в робочих зонах при вибу-
хах в кар’єрах на базі чисельних моделей стика-
ється з такими труднощами: 

1. Складна геометрична форма кар’єру впливає 
на формування дуже нерівномірного поля швидко-
сті повітряного потоку, як наслідок – формування 
нерівномірного концентраційного поля домішки в 
зоні дослідження. 

2. Виникають математичні труднощі при 
«створенні» геометричної форми кар’єру в дискре-
тної моделі. 

3. Має місце суттєва нестаціонарність процесу 
поширення домішки в кар’єрі та за його межами пі-
сля вибуху.  

Крім цього, при використанні даного методу 
виникає серйозна проблема апроксимації моделю-
ючих рівнянь на неортогональних сітках, склад-
ність апроксимації граничних умов, що створює 
значні труднощі при створенні чисельної моделі та 
коду. Слід зазначити, що, тим не менш, чисельні 
моделі є найбільш потужним інструментом вирі-
шення задач даного класу.  

Для практики важливо мати чисельні моделі, 
що дозволяють оперативно визначати необхідні па-
раметри забруднення навколишнього середовища у 
випадку даного типу техногенних викидів, потре-
бують незначного часу на розрахунок та врахову-
ють найбільш суттєві фізичні фактори, що вплива-
ють на формування зон забруднення. 

Мета. Побудова чисельної моделі для експрес 
розв’язку таких задач: 

1. Оцінювання динамки забруднення повітря 
при русі пилогазової хмари в кар’єрі. 

2. Оцінювання ефективності використання по-
дачі води в хмару для зменшення концентрації пилу 
в повітрі.  

Математична модель переносу пилової  
хмари.  

Для експрес розв’язку задачі по оцінці рівня за-
бруднення робочих зон при русі пилової хмари ви-
користовується рівняння масопереносу [3, 7, 9, 12]: 

( )s
õ ó

v w SS uS S S

t x y x x y y
 

        
      

           (1) 
 
де S– концентрація  пилу в повітрі (кількість ча-

сток/м3), u, v – проекції вектора швидкості повітря-
ного потоку на вісі декартової системи координат; 
ws – швидкість гравітаційного осадження пилу; t – 

час; ,x y  – коефіцієнти турбулентної дифузії. 

Граничні умови для цього рівняння таки [3, 7]: 
1) на границі входу повітряного потоку в розра-

хункову область: S=0; 
2) на границі виходу потоку з рахункової обла-

сті: 0
Ã

S

n





; 

3) на твердих границях: 0
S

n





,

 
де n – одиничний вектор зовнішньої нормалі до 

поверхні. 
Для моменту часу t=0, початкова умова запи-

сується так: S=S0, тобто задається концентрація до-
мішки в хмарі та за допомогою маркерів [7] зада-
ється форма хмари, що утворилася в кар’єрі після 
вибуху. 

Для розрахунку нерівномірного поля швидко-
сті повітряного потоку в кар’єрі використовується 
модель потенціального руху. Моделююче рівняння 
має вигляд [2, 7]: 
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де P - потенціал швидкості. 
Граничні умови для рівняння (2) такі [7]: 

1) 0




n

P
 на непроникливих границях; 

2) 0




n

P
на верхній границі; 

3) P=const на границі «виходу» потоку; 

4) nV
n

P





 на межі, де потік втікає (Vn – ві-

дома швидкість повітряного потоку). 
Математична модель знепилювання хмари 
В даній роботі розглядається процес знепилю-

вання хмари за рахунок подачі води в зону забруд-
нення. Процес розсіювання крапель води в повітрі 
моделюється наступним рівнянням масопереносу 
[3, 7]: 
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де С– концентрація крапель води в повітрі (кіль-

кість крапель/м3); )(tQi  
– інтенсивність подачі 

води; u, v – проекції вектора швидкості повітряного 
потоку на вісі декартової системи координат; w - 
швидкість гравітаційного осадження краплі; t – час; 

,x y  – коефіцієнти турбулентної дифузії ,i ix y  – 

координати джерела емісії води; )( ixx  ,

)( iyy   – дельта-функція Дірака (моделює мі-

сце подачі води). 
Відзначимо, що якщо насос подає в пилову 

хмару об’єм води в кількості W м3/с, то інтенсив-

ність подачі  крапель води iQ розраховується так: 

,i

W крапель
Q

v с


,

 

де v  – об’єм краплі води.  

Розглянемо розрахунок процесу взаємодії кра-
пель води та часток пилу (рис.1). В даній роботі для 
моделювання цього процесу використовується така 
залежність [8]: 

2

,
4

S d
Q

 
  (5) 

де Q  кількість часток пилу, що «захоплює» 

крапля води за 1с, d – діаметр краплі води,   – 

відносна швидкість,  – емпіричний параметр (

0.48  ), S  – концентрація часток пилу. 

 
Рис.1. Розрахункова схема: 1 – крапля води; 2 –частки пилу 

 
Залежність (5) зручна для практичного викори-

стання при проведенні інженерних розрахунків. 
Але завдяки руху повітряних мас концентрація ча-
сток пилу та крапель води буде різною для різних 
моментів часу в різних точках області дослідження. 
Також буде різною відносна швидкість  . Тому 

будемо використовувати залежність (5) у вигляді: 

2( , , ) ( , )
( , , )

4

S x y t d x y
Q x y t
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  . (6) 

Також відзначимо дуже важливий аспект: за-
лежність (5) або (6) не вказує, коли процес «захоп-
лення» часток пилу зупиниться краплею. Далі нада-
ється залежність, що дозволяє здійснити оціню-
вання максимальної масу пилу, що може бути 
«захоплена» краплею води без її руйнування. Для 
отримання цієї залежності здійснимо таке мірку-
вання. Як відомо, надлишковий тиск всередині кра-
плі розраховується за формулою Лапласа: 

2
,Lp

R


   (7) 

де   – коефіцієнт  поверхневого натягу, R  – 

радіус краплі. 
За рахунок цього тиску на внутрішню повер-

хню краплі, що має площу Sk, діє сила: 

S ,L L kF p   (8) 

З іншого боку, на зовнішню поверхню краплі 
діє сила тяжіння від часток пилу, що «захоплені» 
краплею. Якщо сумарна маса цих часток є m , то 

сила тяжіння така: 

,mF mg   (9) 

Тоді,  умова рівноваги має вигляд: 

,L mF F  

або 

2
.kS mg

R


  

Звідси визначаємо, що максимальна маса пилу, 
що може бути утримана на поверхні краплі, без її 
руйнування, така: 

2 8
Sk

R
m

gR g

  
  . (10) 

Ця залежність буде використовуватися при мо-
делюванні процесу знепилювання хмари за рахунок 
подачі води на базі побудованої чисельної моделі. 

Відзначимо, що для практики, коли потрібно 
проводити значну кількість розрахунків, та при їх 
проведенні, початкові дані відомі дуже приблизно, 
пропонується використовувати таку залежність для 
визначення зменшення концентрації пилу в повітрі 
з часом: 
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де ck  – емпіричний параметр. 

Чисельна модель знепилювання хмари. 
Розглянемо питання чисельного рішення моде-

люючих рівнянь (1), (2), (4). По-перше, для чисель-

ного інтегрування моделюючих рівнянь будимо ви-
користовувати кінцево-різницеві методи. Розраху-
нок здійснюється на прямокутній сітці. Для форму-
вання геометричної форми кар’єру використову-
ються маркери (рис.2) [7]. Маркери також 
використовуються для того, щоб задати форму 
хмари, що утворилася після вибуху в кар’єрі. 

 
Рис. 2. Схема розрахункової області: 

1 – пилогазова хмара; 2 – джерело емісії води для знепилювання. 
 
Для рішення рівняння для потенціалу швидкості запишемо його так [6]: 
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,     (11) 

де t – фіктивний час.  
Далі, для  рівняння (11) здійснимо геометричне розщеплення так [6]: 
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Розрахункові залежності [5, 6] для визначення невідомого значення Р на базі рівняння (12) мають 
вигляд: 
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Розрахункові залежності [5, 6] для визначення невідомого значення Р на базі рівняння (13) мають 

вигляд: 
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Оскільки ми вирішуємо еволюційне рівняння, 

то розрахунок за залежностями (14), (15) закінчу-
ється тоді, коли виконується умова: 

1
, ,
n n

i j i jP P    , 

де ε – мале число; n – номер ітерації. 
Швидкість потоку розраховується на межах рі-

зницевої комірки так: 

1, ,i j i jP P
u

x

 



, 

, 1 ,i j i jP P
v

y

 



. 

Для чисельного рішення рівняння переносу (1) 
здійснимо його розщеплення за фізичними проце-
сами так: 

0,

.x y

S uS vS
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S S S
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 (16) 

Перше рівняння з системи (16) показує зміну 
концентрації домішки за рахунок конвективного 
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переносу. Друге рівняння з системи (16) показує 
зміну концентрації домішки внаслідок дифузії. 

Далі здійснимо такі перетворення [7]: 
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Схема розщеплення для першого рівняння з 
системи  (16) записується так [7]: 

– на першому кроці, різницеве рівняння має 
вигляд (k=1/2): 
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– на другому кроці розщеплення різницеве рі-
вняння має вигляд: 
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Невідоме значення концентрації S  на кож-

ному кроці розщеплення визначається за формулою 
«рахунку, що біжить». 

Для чисельного інтегрування другого рівняння 
з системи (16) використовується двоетапна різни-
цева схема розщеплення [6]: 

- на першому етапі різницева схема така: 
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- на другому етапі різницева схема така: 
1
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. 
Невідоме значення концентрації пилу, на кож-

ному етапі, визначаеться з за явною формулою. 
Такий підхід використовується для чисельного 

інтегрування рівняння (4). Це рівняння розщеплю-
ється на три рівняння: рівняння конвективного пе-
реносу домішки, рівняння дифузії та наступне рів-
няння: 

1

( ) ( ) (y )
N

i i i
i

C
Q t x x y
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  
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Для чисельного інтегрування цього рівняння 
використовується метод Ейлера [6]. 

На базі розглянутої чисельної моделі створено 
комп’ютерний код «PIT-2D». Для створення 
комп’ютерного коду використовувався FORTRAN. 

Методичні розрахунки. 
На базі побудованої чисельної моделі було 

проведено обчислювальний експеримент. Розгля-
дався  рух пилової хмари, що утворилася в кар’єрі 
після вибуху. При проведені розрахунків прийма-

лося: 
373 10 Н/ м   , діаметр краплі води 

0.001м, швидкість гравітаційного осадження краплі 
0.001м/с, діаметр частки пилу 40мкм, щільність 
пилу 1500кг/м3. 

На рис. 3–5 показано поле концентрації пилу в 
кар’єрі для різних моментів часу після вибуху (час 
безрозмірний).  

 
Рис.3. Поле безрозмірної  концентрації пилу для моменту часу t=1.6 (нема подачі води): 

1 – С=5; 2 – С=11.7 
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Рис.4. Поле безрозмірної  концентрації пилу для моменту часу t=5.8 (нема подачі води): 

1 – С=4.9; 2 – С=11.5 

 

 
Рис.5. Поле безрозмірної  концентрації пилу для моменту часу t=12.4 (нема подачі води): 

1 – С=4.3; 2 –С=10.0 
 
Як ми бачимо з рис. 3–5, після вибуху має мі-

сце збільшення розмірів хмари внаслідок атмосфе-
рної дифузії та її рух в напрямку виходу з кар’єру. 

На рис. 3–5 показано поле концентрації пилу в 
кар’єрі для моменту часу t=5.8 після вибуху, але для 

двох сценаріїв: подача води в кар’єрі в одній точці 
(рис. 6) та подача води в двох точках (рис. 7). Ці ри-
сунки потрібно порівняти з рис. 4. 

 
Рис.6. Поле безрозмірної  концентрації пилу для моменту часу t=5.8 (є подача води в одній точці): 

1 – С=4.7; 2 – С=11.0 
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Рис.7. Поле безрозмірної  концентрації пилу для моменту часу t=5.8 (є подача води в двох точках): 

1 – С=4.7; 2 – С=11.0 
 
Як можна бачити з наведених рисунків, викори-

стання подачі води суттєво зменшує зону пилового 
забруднення в кар’єрі. 

Відзначимо, що час розрахунку – 5с. 
Наукова новизна та практична цінність. Ро-

зроблена ефективна чисельна модель для моделю-
вання процесу знепилювання хмари при вибухах в 
кар’єрі шляхом подачі води. Чисельна модель базу-
ється на рішенні рівняння для потенціалу швидко-
сті та рівняння  масопереносу для пилу та крапель 
води. Розроблена субмодель, що дозволяє швидко 
проводити експрес оцінювання процесу знепилю-
вання на комп’ютерах малої та середньої потужно-
сті. 

В подальшому, слід розвивати даний напрям 
по створенню 3D чисельної  моделі процесу, що до-
сліджується. 

Висновки.  
1. На основі розробленої математичної моделі 

розв’язано задачу по розрахунку процесу знепилю-
вання пилової хмари в кар’єрі після вибуху. 

2. Результати обчислювального експерименту 
показують, що розроблена модель дозволяє швидко 
оцінювати ефективність метода знепилювання 
хмари шляхом подачі води.  
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