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Вступ 
Метод імовірнісного аналізу випадкових 

електромагнітних процесів в електричних 
колах нелінійних динамічних електротехні-
чних систем базується на часткових мето-
дах: стохастичних диференціальних рів-
нянь, статистичної лінеаризації та методі 
моментних функцій. В якості прикладу ви-
конано числові розрахунки стохастичних 
перехідних електромагнітних процесів у 
тягових електричних колах першого украї-
нського електровоза ДЕ 1. 

Постановка задачі 
При дослідженні певних нелінійних ди-

намічних електротехнічних систем, до яких 
прикладена одна зовнішня дія – випадкова 
функція напруги )(tU , – необхідно розра-
хувати й проаналізувати стохастичні пере-
хідні чи усталені електромагнітні процеси, 
найчастіше це функції електричних струмів 
у різних вітках системи (рис. 1). 

 
Рис. 1. Схема до методу імовірнісного аналізу 

електромагнітних процесів 

Зазначені струми також є випадковими 
функціями, а тому треба визначити їх імо-
вірнісні характеристики, бо знаходження 
закону розподілу їх імовірностей виявля-
ється дуже складною та трудомісткою ма-
тематичною задачею [1-4], що обумовлено 
такими причинами. 

По-перше, точне аналітичне розв’язання 
цієї задачі можливе лише для деяких конк-
ретних найпростіших нелінійних систем 
при відомих видах зовнішньої випадкової 

дії та простих характеристиках нелінійних 
елементів системи. Тому практичне 
розв’язання поставленої задачі можливо 
тільки наближеними методами. По–друге, в 
багатьох практичних задачах моментні фу-
нкції (і перш за все, функція математичного 
сподівання )(tm , кореляційна функція 

),( ttK   і функція дисперсії )(tD ) дають до-
статнє уявлення про випадковий процес. І в 
той же час у теорії лінійних систем існують 
прості перетворення моментних функцій 
[2–4]: якщо випадкова функція )(tX  з ма-
тематичним сподіванням )(tmx  і кореляцій-
ною функцією ),( ttK x   перетворюється лі-
нійним операторам Z  у випадкову функ-
цію )]([)( tXZtY  , то для знаходження ма-
тематичного сподівання )(tmy  випадкової 
функції )(tY  необхідно застосувати той же 
оператор Z  до математичного сподівання 
випадкової функції )(tX  (тобто 

)]([)( tmZtm xy  ), а для знаходження кореля-
ційної функції ),( ttK y   треба двічі застосу-
вати той же оператор до кореляційної фун-
кції ),( ttK x  , тобто )],([),( )()( ttKZZttK x

tt
y   . 

Викладене дозволило розробити такий ме-
тод розв’язання задач імовірнісного аналі-
зу: статистично лінеаризувавши задану не-
лінійну систему і застосовуючи правила 
перетворення моментних функцій лінійних 
систем, визначають моментні функції ви-
падкових процесів на виході нелінійної си-
стеми (рис. 1). Зазначений підхід об’єднує в 
собі відомі з теорії імовірнісного аналізу 
нелінійних систем автоматичного керуван-
ня [2, 5, 6] часткові методи: стохастичних 
диференціальних рівнянь, статистичної лі-
неаризації та метод моментних функцій. 



Метою роботи є розробка методу імові-
рнісного аналізу випадкових електромагні-
тних процесів. 

Метод імовірнісного аналізу 
Розглянемо коротко у загальному випа-

дку запропонований метод розв’язання по-
ставленої задачі. 

У загальному випадку система диферен-
ціальних рівнянь, яка описує перехідні 
процеси в системі, може бути зведена до 
диференціальних рівнянь першого порядку 
з постійними коефіцієнтами в нормальній 
формі (у формі Коши): 
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де qqkqkki BAdba ,,,,  – постійні коефіцієнти 
(у загальному випадку вони можуть зале-
жати від часу); n  – порядок системи дифе-
ренціальних рівнянь; s  – кількість неліній-
них стохастичних елементів; )(),(),( tItItI kri  
– випадкові процеси (струми) на виході си-
стеми; )(tU  – зовнішня випадкова дія на 
систему (напруга); )(tq  – випадкова дія на 
вході нелінійного елемента; )(tEq  – випад-
кова дія на виході q  – го нелінійного еле-
мента; )]([ tF qq   – характеристика q  – го 
нелінійного елемента. 

Виконаємо лінеаризацію характеристик 
нелінійних елементів, використовуючи для 
цього метод стохастичної лінеаризації [3]. 
Тоді характеристику q  – го нелінійного 
елемента можна записати у вигляді: 
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де )(tm q  – математичне сподівання випад-
кової функції впливу; )(tq  – випадкова дія 
на вході q -го нелінійного елемента; 

)()()(0 tmtt qqq   – центрована випадко-
ва дія функції )(tq ; )(),( 10 tKtK qq  – коефі-
цієнти статистичної лінеаризації характе-
ристики )]([ tF qq   нелінійного елемента. Ці 
коефіцієнти в загальному випадку можуть 
бути функціями часу: 

]);(),([)( 00 tttmftK qqq   , (5) 

]);(),([)( 11 tttmftK qqq   . (6) 

Очевидно, що математичне сподівання 
функції )(tEq  дорівнює 
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Застосовуючи до лівої та правої частин 
рівнянь (1) та (3) операцію математичного 
сподівання та враховуючи( 7), отримаємо, 
що 
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Система рівнянь (8) – (9) є лінеаризова-
ною системою, із якої можна було б мето-
дами аналізу лінійних систем [2, 4] визна-
чити математичні сподівання шуканих ве-
личин. Але в цій системі коефіцієнти 0qK  
залежать не тільки від математичного спо-
дівання )(tm q , але й від невідомих серед-
ньоквадратичних відхилень )(tq  випад-
кових дій )(tq . Тому для визначення цих 

)(tq , а також середньоквадратичних від-



хилень )(tIk  шуканих випадкових проце-
сів у системі розглянемо рівняння, що 
отримані шляхом віднімання рівнянь ( 8) та 
( 9) із відповідних рівнянь (1) та (3). Тоді з 
врахуванням ( 4) маємо: 
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де )(),(),( 000 ttUtI qk   – центровані випадко-
ві функції. 

Отримана система рівнянь (10) – (11) є 
лінійною. І тому, розв’язавши її разом з рі-
вняннями (8) – (9), (5) – (6) методами аналі-
зу лінійних систем [2–4, 6] (при заданих 
початкових умовах), визначимо шукане ма-
тематичне сподівання )(tmIk  та середньо-

квадратичне відхилення )(tIk  випадкових 
процесів )(tI k  в системі. 

Навіть при простій нелінійній характери-
стиці )]([ tF qq   точний розв’язок зазначе-
них рівнянь практично отримати неможли-
во. Тому необхідно знаходити їх наближені 
розв’язки. Найбільш ефективно це здійсню-
ється методом послідовних наближень у 
наступній послідовності. Попередньо зада-
ємося нульовим 
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наближенням для величин )()0( tmф  та 

)()0( tф . Далі за нижченаведеними форму-
лами (12) – (16) [3] розраховуємо коефіціє-
нти статистичної лінеаризації )()0(

0 tK із  і 
)()0(

1 tK із  нульового наближення і математич-
ні сподівання та середньоквадратичні від-
хилення шуканих величин також нульового 
наближення 
де нF  – величина qF  у початковій точці на-
сичення характеристики )]([ tF qq  ;  x  – 
функція Крампа, числові данні якої подані 
в додатку роботи [3] 

почз

ф

I
m

m 1 ,         
почз

ф

I


 1 , (16) 

де почзI  – величина струму збудження в по-
чатковій точці насичення, що визначається 
за кривою )]([ tF qq  . 

Далі за рівняннями (8) – (9) знаходимо 
математичне сподівання )()1( tmф , а за допо-
могою рівнянь (10) – (11) і середньоквадра-
тичне відхилення )()1( tф  першого набли-



ження. Потім за допомогою )()1( tmіз  та 
)()1( tіз  визначаємо коефіцієнти )()1(

0 tkіз  і 
)()1(

1 tkіз  першого наближення, а також мате-
матичні сподівання і середньоквадратичні 
відхилення першого наближення шуканих 
випадкових струмів в системі і так далі. 
Процес знаходження результатів припиня-
ємо тоді, коли математичні сподівання і се-
редньоквадратичні відхилення шуканих 
струмів при даному наближенні будуть ма-
ло відрізнятися від попередньо знайдених 
значень. 

Результати та аналіз чисельних розраху-
нків 

В результаті прикладу застосування ви-
кладеного методу виконано розрахунки пе-
рехідних електричних струмів в силових 
нелінійних колах першого українського 
електровоза ДЕ 1, до якого прикладена імо-
вірнісна напруга з середнім значенням 

В3260U  та з середньоквадратичним від-
хиленням В5,217U . Розрахунки здійс-
нено для паралельного з’єднання тягових 
електричних двигунів послідовного збу-
дження з параметрами: активні опори об-
мотки якоря, компенсаційної обмотки, об-
мотки збудження та індуктивного шунта 
відповідно дорівнюють (Ом): 0,026; 0,025; 
0,019; 0,022; індуктивності обмотки якоря, 
обмотки збудження та індуктивного шунта 
відповідно (Гн): 1,56∙10-3; 4,9∙10-3; 4∙10-3. 

На рис. 2-4 зображено часові залежності 
математичних сподівань і середньоквадра-
тичних відхилень перехідних струмів. Ре-
зультати отриманих розрахунків 
підтверджені результатами промислових 
випробувань електровозів. 

Висновки 

Запропонований метод імовірнісного 
аналізу є ефективним, адекватно підтвер-
дженим, методом чисельного розрахунку 
перехідних стохастичних електромагнітних 
процесів в нелінійних динамічних систе-
мах. 
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Рис. 2. Залежності математичних сподівань на-
пруги на струмоприймачі електровоза Um  та 

струму якоря Iяm  
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Рис. 3. Залежності математичних сподівань 
струму в обмотці збудження двигуна Iзm  та ви-

хрового струму вхрIm  
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Рис. 4. Залежності середньоквадратичних 
відхилень струму якоря Iя  та струму в 

шунтувальній вітці Iш  
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