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Мета. Метою роботи є визначення впливу довжини ланок модифікованої карданної підвіски відцентрового ли-
варного модуля та його інерційних параметрів на його власні частоти коливань, а також створення мате-
матичної моделі коливань модуля у сталому режимі роботи, що дозволяє розрахувати амплітудно-частотну 
характеристику і коефіцієнт динамічності цієї коливальної системи. Методика. Розглядаюся малі коливання 
відцентрового ливарного модуля, тому застосовано класичний спосіб складання звичайних диференційних   
рівнянь його руху за допомогою рівняння Лагранжа ІІ роду. Для розрахунку параметрів коливань модуля ство-
рені m-файли у системі Matlab.  Результати. Отримані залежності власних частот ливарного модуля від 
довжини підвіски, від довжини підвіски форми з електродвигуном та противагою та від його інерційних пара-
метрів. Розраховано амплітудно-частотні характеристики  модуля. Побудовано графік коефіцієнта динамі-
чності у робочому діапазоні обертання ливарної форми модуля. У робочому діапазоні обертання ливарної фо-
рми значення коефіцієнта динамічності знаходяться в інтервалі від 0,035 до 0,001. Наукова новизна. Вперше 
створена математична модель коливань відцентрового ливарного модуля на модифікованій  карданній підві-
сці. За допомогою системи Matlab досліджено вплив параметрів ливарного модуля на його власні частоти. 
Практична значущість. Розроблена математична модель коливань відцентрового ливарного модуля та 
результати досліджень впливу основних його характеристик на власні частоти коливань дозволять ство-
рити конструкцію модуля з раціональними характеристиками, визначити безпечний робочий діапазон час-
тоти обертання форми. 
Ключевые слова: відцентровий ливарний модуль, математична модель, динаміка, карданна підвіска 
Purpose. The purpose of the work is to determine the influence of the link length of the modified gimbal suspension of 
the centrifugal casting module and its inertial parameters on its own oscillation frequencies, as well as to create a math-
ematical model of the module oscillations in a stable mode of operation, which allows to calculate the amplitude-
frequency characteristic and the coefficient of dynamism of this oscillatory system. Methods. Small fluctuations of the 
centrifugal casting module are considered, therefore the classical method of constructing the ordinary differential equa-
tions of its motion using the Lagrange equation of the II kind is applied. M-files were created in the Matlab system to cal-
culate the vibration parameters of the module. Results. The obtained dependences of the natural frequencies of the 
foundry module on the length of the suspension, on the length of the suspension of the form with an electric motor and 
counterweight, and on its inertial parameters. The amplitude-frequency characteristics of the module are calculated. A 
graph of the dynamism coefficient in the working range of rotation of the mold of the module is plotted. In the working 
range of rotation of the casting mold, the values of the dynamism coefficient are in the range from 0.035 to 0.001. Sci-
entific novelty. For the first time, a mathematical model of oscillations of a centrifugal casting module on a modified 
cardan suspension was created. Using the Matlab system, the influence of the parameters of the foundry module on its 
natural frequencies was investigated. Practical significance. The developed mathematical model of oscillations of the 
centrifugal foundry module and the results of studies of the influence of its main characteristics on the natural frequen-
cies of oscillations will allow to create a structure of the module with rational characteristics, to determine a safe working 
range of the rotation frequency of the mold. 
Keywords: centrifugal casting module, mathematical model, dynamics, cardan suspension 

Вступ 

Одним з багатьох способів отримання відливок 
циліндричної форми, кільц, труб та двошарових 
прокатних валків є відцентровий спосіб. Для реа-
лізації цього способу використовують відцентрові 
машини з горизонтальною або вертикальною ося-
ми обертання  ливарної форми [1, 2]. Безперервно 
покращуються технології лиття [3, 4], удоскона-
люються конструкції відцентрових машин [5] та пі-
двищуються вимоги до якості литва [6]. 

Надійна робота ливарної машини визначається 
багатьма факторами. Декілька з них пов’язані з 
характеристиками опорних вузлів форми, що обе-
ртається у процесі роботи. Стаття присвячена мо-
делюванню коливань форми на карданній підвісці. 

Карданні шарніри добре відомі і набули широ-
кого застосування в трансмісіях автотранспортної 

техніки, водного транспорту та технологічних ма-
шин у промисловості. Карданний шарнір є анало-
гом сферичної кінематичної пари з пальцем і має 
два ступені свободи [7]. Якщо карданний шарнір у 
механізмі не передає обертального руху, його на-
зивають карданним підвісом. Карданні підвіси ви-
користовуються в гіроскопах [8] , а також для підві-
ски предметів, які повинні залишатися у вертика-
льному положенні під дією власної ваги при зміні 
нахилу стійки підвісу. Для підвішування технологі-
чних машин роторного типу класичний карданний 
підвіс не підходить, так як для самоцентрування 
неврівноваженого ротора, що обертається, необ-
хідно не дві, а п'ять ступенів свободи [9, 10]. Коли-
вальні процеси у різних машинах і агрегатах добре 
та швидко моделюються у системі Matlab [11, 12] 
Математичне моделювання коливань машини на 
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карданній підвісці з сергами за допомогою системи 
Matlab дозволяє достатньо швидко здійснити ана-
ліз залежності значень власних частот коливань 
машини від її параметрів. 

Мета та постановка задачі 
Метою роботи є дослідження впливу розмірів 

сережок карданної підвіски відцентрового ливар-
ного модуля на значення її власних частот коли-
вань. Вирішення цієї задачі потребує розробки ма-
тематичної моделі власних коливань ливарної ві-
дцентрової машини та дослідження її за допомо-
гою комп’ютерних алгоритмів за допомогою сис-
теми Matlab. 

Складання математичних моделей коливань 
рухомих об’єктів передбачає використання класи-
чних методів складання звичайних диференціаль-
них рівнянь, що добре описують малі коливання 
механічних систем. 

Об’єкт досліджень 
Відцентровий ливарний модуль на карданній 

підвісці з додатковими ланками – сергами (рис. 1) 
має форму 1, електродвигун 3, кільцеву контрвагу 
і карданну підвіску, до складу якої належать зов-
нішнє 2 та внутрішнє 6 кільця, а також сережки 5, 
7. З ціллю спрощення відображення модуля, дріб-
ні деталі конструкції, деякі з’єднання та електрич-
на частина не показані. 

Робочій цикл модуля складається з періодів 
розгону, заливки у форму рідкого металу, криста-
лізації відливки та вибігу. На етапах    розгону і ви-
бігу модуль проходить резонансні частоти коли-
вань, які досить близькі до його власних частот. 
Самоцентрування форми, що обертається відбу-
вається в закритичних діапазонах роботи модуля. 

 
Рис. 1 Відцентровий ливарний модуль: 
1 – форма; 2 – зовнішнє кільце; 3 – електродвигун; 4 - кільцева контрвага; 
 5 – серга підвіски модуля; 6 –кільце; 7 - серга підвіски  внутрішнього кільця 
Знання значень резонансних частот модуля 

необхідно для визначення безпечного діапазону 
частоти обертання форми при заповненні її мета-
лом.   

Математична модель коливань ливарного 
модуля  

Процес роботи модуля супроводжується його 
коливаннями, які виникають із-за статичної та ди-
намічної неврівноваженості форми. 

При складанні розрахункової схеми модуля 
пройняти наступні припущення: 

форма і її привід масою m розглядаються, як 
абсолютно тверді тіла; 

розглядаються мали коливання  модуля; 
пружні елементи модуля мають лінійні силові 

характеристики; 
масами деталей карданної підвіски нехтуємо; 

гіроскопічним моментом, що діє на коливальну 
систему модуля не враховуємо 

коливання вздовж вертикалі модуля другого 
порядку малості, тому не розглядаються. 

З урахуванням осьової симетрії модуля розг-
лядається проекція коливань на площину. Відпо-
відно з прийнятими припущеннями розглядається 
плоска розрахункова схема коливань ливарного 
модуля (рис. 2). У якості узагальнених координат 
прийняти кутові координат: φ – сережок  підвіски; θ 
– форми з приводом. Ливарна форма має ексцен-
триситет центра мас е і кут ξ перекосу головної осі 
інерції. 

Для складання рівнянь руху скористаємося рів-
нянням Лагранжа ІІ роду для систем із консерва-
тивними силами [13] 
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     
    

    
 (1) 

де Т, П – кінетична та потенціальна енергії сис-

теми; Ф – функція розсіювання енергії; 
i iq ,q  – 

узагальнені координати і швидкості; t – час; Qi – 
узагальнені сили, які діють по узагальнених коор-
динатах. 

Кінетична енергія системи  

 
2

21
,

2
T m l L J     

  
  (2) 

де m – маса форми та приводу; 
J – екваторіальний момент інерції форми та 

приводу. 
Потенціальна енергія системи 

 2 21
,

2
П mg l L   

 
  (3) 

де g – прискорення вільного падіння. 

 
Рис. 2 Розрахункова схема коливань ливарного модуля 
 
  Ливарний модуль не має спеціальних при-

строїв, що виконують демпфування, однак, розсі-
ювання енергії відбувається у кінематичних парах, 
у матеріалах вузлів та деталей. Це так зване конс-
трукційне демпфування, яке і першому наближенні 
пропорційне швидкості. 

У діапазонах, що віддалені від критичних час-
тот, амплітуди коливань форми з похибкою, яка не 
перевищує 2 – 3%,  можливо визначити без враху-
вання демпфування, тобто при Ф = 0. 

 Узагальнені сили визначаються, як коефіцієнти 
при варіаціях координат у виразі елементарної 

роботи, що виконується неврівноваженими сила-
ми і моментами на можливих переміщеннях 

0;Q       (4) 

 2 2

0sin sin ,Q meL t J J t      

(5) 
де ω – кутова швидкість форми; J0 – полярний 

момент інерції форми. 
 Після підстановки узагальнених сил, кіне-

тичної та потенціальної енергій до рівняння Лаг-
ранжа ІІ роду (1) отримаємо математичну модель 
коливань форми у сталому режимі руху 
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Після алгебраїчних перетворювань системи (6) отримуємо 

2

20

0;

sin ,
np

l L g

r J J
l L g e t

L mL

  
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
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   (7) 

де 
2 .np

J
r

m
  

Вплив параметрів ливарного модуля на його власні частоти 
Система (7) має власне рішення 

sin t;А         (8) 

sin t,А          (9) 

де ,  A A   – амплітуди коливань. 

 Підстановка (8) і (9) у систему (7) з наступним виключенням з рівнянь часу дає систему алгебраї-
чних  рівнянь 

 2 2

2

2 2 20

0;

.

A A
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A A

g l L

r J J
l g L e
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   
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   


     
               

   (10) 

Прирівняв нулю головний визначник системи (10) отримаємо рівняння власних частот ливарного мо-
дуля 

 
2

2 2 4 0
npr

g l g L Ll
L

  
  

       
   

   (11) 

або 

2 2

4 2 2 0.
np npr r

L l lL l L g g
L L

 
    

             
     

   (12) 

Після алгебраїчних перетворень отримаємо біквадратне алгебраїчне рівняння  

 
4 2 0,Ap Bp C        (13) 

де  

2

npr
A L l lL

L

 
    
 

 ; 

2

npr
B l L g

L

 
     

 
; 

2.C g  

Рішення цього рівняння відомо 

 

2

1,2

4
.

2

B B AC
p

A

  
     (14) 

Дискримінант D квадратного тричлена Ax
2
 + Bx 

+ C   дорівнює B
2
 – 4AC. Коріння квадратного рів-

няння залежать від знаку дискримінанта (D) [14]: 
D > 0 – рівняння має 2 різних речових кореня; 

D = 0 – рівняння має 1 корінь (або ж 2 співпа-

даючих речових кореня): 
 2 .x B A 

 
D < 0 – рівняння має 2 мнимих кореня (тобто 

речових коренів немає). 
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Залежність власних частот коливань ливарного 
модуля від параметрів підвіски обчислені за допо-
могою математичного пакета MATLAB та ПОЕМ.  

Графіки залежності власних частот коливань 
(рис. 3) ливарного модуля від довжини підвіски 

свідчить о майже лінійній залежності зростання 
власних частот з ростом довжини підвіски l. Але 
зріст другої власних частот не суттєвий і складає 
лише 4,3%. 

 
Рис. 3 Залежність власних частот ливарного модуля від довжини підвіски 
Залежності власних частот ливарного модуля 

від довжини підвіски форми з електродвигуном та 
противагою L має нелінійний характер (рис. 4). Мі-
німальні значення власних частот ливарного мо-
дуля спостерігаються при довжини підвіски L у ін-
тервалі від 0,6 до 0,8 м. Цей інтервал можливо 

прийняти раціональним при створенні конструкції 
ливарного модуля. 

Вплив інерційних характеристик ливарного мо-
дуля на значення його власних частот найбільш 
вагомий (рис. 5). Зріст співвідношення моменту 
інерції системи до її маси у п’ять разів викликає 
зростання власних частот приблизно у 1,6 рази.   

 
Рис. 4 Залежність власних частот ливарного модуля від довжини підвіски форми з електродвигуном 

та противагою 
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Рис. 5 Залежність власних частот ливарного модуля від його інерційних параметрів 
Вимушені коливання ливарного модуля 
Вимушені коливання ливарного модуля описується системою (7). Для побудови амплітудно-

частотною характеристикою (АЧХ) необхідно знайти рішення системи (10), наприклад, методом Краме-
ра. 
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Для побудови АЧХ за алгоритмом (рис. 6) ви-
конано табуляцію виразів  (20) і (21).  

АЧХ мають два розриву другого роду на влас-
них частотах ливарного модуля (рис. 7, рис. 8). На 
частоті 3,75 rad/s спостерігається явище, яке має 
назву антирезонанс – амплітуда коливань по уза-
гальненій координаті θ дорівнює нулю. Нажаль, 
цей ефект гасіння коливань модуля не можливо 

використати, тому що кутова швидкість форми  
модуля повинна бути не менш 104 rad/s (1000 
об/хв). 

За другою резонансною частотою амплітуди 
коливань модуля асимптотичне зменшуються. 
Форма прагне обертатися відносно власного 
центра мас і головної осі інерції.      

 
Рис. 6 Алгоритм розрахунку АЧХ 

 
Рис. 7 Амплітудно-частотна характеристика по координаті φ 
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Рис. 8 Амплітудно-частотною характеристикою по координаті θ 
Коефіцієнт динамічності модуля 
Коефіцієнта динамічності показує в скільки разів амплітуда вимушених коливань, що встановилась 

більш переміщення, яке викликане статичною дією вимушеної сили [13]. 
Вважаємо, зв'язок по узагальнених координатах слабким, друга власна частота Р02 ≈ 6 rad/s, тому ко-

ефіцієнта динамічності μ розраховуємо за формулою 
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Алгоритм розрахунку коефіцієнта динамічності виконано у системі MATLAB (рис. 9). 

 
Рис. 9 Алгоритм розрахунку коефіцієнта динамічності 
Графік коефіцієнта динамічності (рис. 10) має два розриву другого роду, тому що у математичній мо-

делі відсутні складові дисипативних сил. 
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Рис. 10 Графік коефіцієнта динамічності 
 У робочому діапазоні обертання ливарної форми значення коефіцієнта динамічності (рис. 12) знахо-

дяться в інтервалі від 0,035 до 0,001.  

 
Рис. 11 Графік коефіцієнта динамічності у робочому діапазоні обертання ливарної форми 
Висновки 
Розроблена математична модель вільних і ви-

мушених коливань ливарного модуля на кардан-
ному підвісі. Модуль має дві власні частоти. 

У Matlab розроблені m-сценарії розрахунку 
власних частот ливарного модуля та його амплі-
тудно-частотної характеристики. 

На математичних моделях досліджено вплив 
на власні частоти ливарного модуля довжини під-
віски, довжини підвіски форми з електродвигуном 
та противагою та від його інерційних параметрів. 

Залежність власних частот коливань модуля 
від довжини підвіски майже лінійна. 

Вплив довжини підвіски форми з електродвигу-
ном та противагою на власних частот коливань 
модуля має нелінійний характер та екстремуми 
першої і другої частот коливань. 

Залежність власних частот ливарного модуля 
від його інерційних параметрів має слабку неліній-
ність. 

Побудовані амплітудно-частотні характеристи-
ки та графік коефіцієнта динамічності у робочому 
діапазоні обертання ливарної форми модуля. 
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