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Анотація. На моделях-асоціаціях досліджуються ефекти, пов’язані з 

наявністю в системі сухого тертя. Знайдено траєкторію тіла, що 

рухається по похилій площині з початковою швидкістю, спрямованою 

поперек площини. Задача узагальнена на замет задніх коліс автомобіля 

в кривій при юзі. Показано, що в двохмасовій коливальній системі із су-

хим тертям можуть бути зафіксовані три «власні» частоти. Пояснено, 

чому при «скиданні з клинів» рухомого складу деякими датчиками мо-

жуть фіксуватися «зайві» резонансні частоти. 

 

Ïîñòàíîâêà ïðîáëåìû â îáùåì âèäå 

Â ñâî¸ âðåìÿ Â.Ë. Êèðïè÷¸â íàñòîÿòåëüíî ðåêîìåíäîâàë ïîëü-

çîâàòüñÿ ìîäåëÿìè, êîòîðûå íå ïðåäñòàâëÿþò «òî÷íóþ êàðòèíó ôèçè-

÷åñêàãî ÿâëåíiÿ», íî «íàâîäÿòú íà ìûñëè è ïðåäïîëîæåíiÿ î âîçìîæ-

íûõú ÿâëåíiÿõú» [1, ñ.369]. Â äàííîé ñòàòüå ïîêàçàíî, ÷òî, íåñìîòðÿ 

íà íàëè÷èå îãðîìíîãî êîëè÷åñòâà ëèöåíçèðîâàííûõ ñïåöèàëèçèðî-

âàííûõ ïðîãðàììíûõ êîìïëåêñîâ, äëÿ îáúÿñíåíèÿ ðåçóëüòàòîâ, ïî-

ëó÷åííûõ â íàòóðíîì ýêñïåðèìåíòå, èíîãäà è ñåé÷àñ öåëåñîîáðàçíî 

èñïîëüçîâàòü ýòè ïðåäëàãàâøèåñÿ Â.Ë. Êèðïè÷¸âûì ìîäåëè-

àññîöèàöèè [2, ñ.42]). 

Âûäåëåíèå ÷àñòè îáùåé ïðîáëåìû 

Íèæå ïðèâîäÿòñÿ îáúÿñíåíèÿ ýôôåêòîâ, ñâÿçàííûõ ñ íàëè÷èåì 

òðåíèÿ ñêîëüæåíèÿ. Êàê èçâåñòíî [3, ñ.26], ñèëà òðåíèÿ ïîêîÿ íà-

ïðàâëåíà ïðîòèâ äåéñòâóþùåé íà òåëî ñèëû, à ñèëà òðåíèÿ äâèæåíèÿ 

íàïðàâëåíà ïðîòèâ ñêîðîñòè òåëà: 
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ãäå Q — ñèëà íîðìàëüíîãî äàâëåíèÿ, v
�
 è v  — ñêîðîñòü òåëà (âåêòîð-

íàÿ âåëè÷èíà) è ìîäóëü ñêîðîñòè (ñêàëÿð), F
�
 è F  — äâèæóùàÿ ñèëà 

(âåêòîðíàÿ âåëè÷èíà) è ìîäóëü äâèæóùåé ñèëû (ñêàëÿð), k — êîýô-

ôèöèåíò òðåíèÿ. 

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è 1 

Ïóñòü òåëî ìàññîé m íàõîäèòñÿ â ïîêîå íà íàêëîííîé ïëîñêî-

ñòè (ðèñ.1), óãîë íàêëîíà êîòîðîé α. Òîãäà ñêàòûâàþùàÿ ñèëà, íà-

ïðàâëåííàÿ âíèç ïî íàêëîííîé ïëîñêîñòè, α⋅⋅= singmFск , íàèáîëü-

øàÿ âîçìîæíàÿ ñèëà òðåíèÿ α⋅⋅⋅= cosgmkFmax тр , α> tgk , ôàêòè÷å-

ñêàÿ ñèëà òðåíèÿ α⋅⋅= singmFтр   íàïðàâëåíà ïðîòèâ ñêàòûâàþùåé 

ñèëû. Ïðè ýòîì âíèç ïî íàêëîííîé ïëîñêîñòè ñêîðîñòü vx=0 è ïåðå-

ìåùåíèå x=0, à ïîïåð¸ê íàêëîííîé ïëîñêîñòè ñêîðîñòü  yv =0  è ïå-

ðåìåùåíèå  y=0. 

Ñîîáùèì òåëó ùåë÷êîì ïîïåðå÷íóþ îòíîñèòåëüíî íàêëîííîé 

ïëîñêîñòè ñêîðîñòü yv =v0 (êîëè÷åñòâî äâèæåíèÿ m⋅v0). Îïðåäåëèì 

òðàåêòîðèþ òåëà. 

Ðåøåíèå çàäà÷è 1 
Ñèëà òðåíèÿ òåïåðü è â äàëüíåéøåì (ïîêà òåëî äâèæåòñÿ) íà-

ïðàâëåíà ïðîòèâ ñêîðîñòè (ðèñ.2). Ìîäóëü ñêîðîñòè 2
y

2
x vvv += , 

÷àñòü ñèëû òðåíèÿ, äåéñòâóþùàÿ âíèç âäîëü íàêëîííîé ïëîñêîñòè, 

Fòðx= ( ) α⋅⋅⋅⋅− cosvvgmk x , ÷àñòü ñèëû òðåíèÿ, äåéñòâóþùàÿ â ïîïå-

ðå÷íîì íàïðàâëåíèè, Fòðy= ( ) α⋅⋅⋅⋅− cosvvgmk y ,  óñêîðåíèå òåëà âíèç 

âäîëü íàêëîííîé ïëîñêîñòè ax=(m⋅g⋅sinα+Fòðx)/m,  ïîïåðå÷íîå óñêîðå-

íèå òåëà  a y =Fòðy/m.  Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ òåëà ïî íàêëîííîé ïëîñ-

êîñòè 
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ïðè íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ x(0)=0, y(0)=0, vx(0)=0, yv (0)=v0. Òðàåêòî-

ðèÿ äâèæåíèÿ òåëà äî ïîëíîé îñòàíîâêè ïðèâåäåíà íà ðèñ.3. Ãîäî-

ãðàô ñèëû òðåíèÿ â òå÷åíèå âñåãî âðåìåíè äâèæåíèÿ òåëà ïðèâåäåí 

íà ðèñ.4. Çàâèñèìîñòü îò âðåìåíè ñêîðîñòåé vx è yv  ïðèâåäåíà íà 

ðèñ.5. ×òî èíòåðåñíî (ðèñ.4): ñèëà òðåíèÿ â ïðîöåññå äâèæåíèÿ ïî-

ñòîÿííî ìåíÿåò íàïðàâëåíèå, ïðè ýòîì îò âðåìåíè t<0 äî âðåìåíè t=0 

è îò âðåìåíè t<têîí äî âðåìåíè t=têîí ñêà÷êîì ìåíÿåò âåëè÷èíó (têîí 

— ìîìåíò îêîí÷àíèÿ äâèæåíèÿ). 

Îáîáùåíèå ðåçóëüòàòîâ çàäà÷è 1 

Ïðèâåäåííîå ðåøåíèå îáúÿñíÿåò òîò ôàêò, ÷òî çàíîñ çàäíèõ 

êîë¸ñ ïðè ïîâîðîòå àâòîìàøèíû íàèáîëåå âåðîÿòåí, åñëè êîë¸ñà 

«èäóò þçîì». Âðàùàþùååñÿ áåç ïðîñêàëüçûâàíèÿ êîëåñî èìååò íå-

ïîäâèæíîå îòíîñèòåëüíî «çåìëè» ïÿòíî êîíòàêòà. Â ýòîì ïÿòíå ñèëà 

òðåíèÿ ïðåïÿòñòâóåò ïîïåðå÷íîìó äâèæåíèþ êîëåñà. Ïðè þçå â ñàìîì 

íà÷àëå ïîïåðå÷íîãî äâèæåíèÿ ñîïðîòèâëåíèÿ ïîïåðå÷íîìó äâèæåíèþ 

íåò, à çàòåì ïðè ìàëîé ñêîðîñòè ïîïåðå÷íîãî äâèæåíèÿ è äîñòàòî÷íî 

áîëüøîé ñêîðîñòè ïðîñêàëüçûâàíèÿ ñèëà òðåíèÿ ìàëî ïðåïÿòñòâóåò 

çàíîñó. Èìåííî ïîýòîìó, ÷òîáû ïðåêðàòèòü çàíîñ, íåîáõîäèìî îòïóñ-

òèòü òîðìîçà (à ÷òîáû îñòàòüñÿ íà äîðîãå, íåîáõîäèìî âûâåðíóòü ðóëü 

â ïðîòèâîïîëîæíóþ ïåðâîíà÷àëüíîìó íàïðàâëåíèþ ñòîðîíó). 
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Ðèñóíîê 1 - Òåëî â 

ñîñòîÿíèè ïîêîÿ íà 

íàêëîííîé  

ïëîñêîñòè. 

|Fòð|=|Fñê|=m⋅g⋅sinα, 

à≡α. 

 
Ðèñóíîê 2 - Ñèëà 

òðåíèÿ äâèæåíèÿ. 

Êîîðäèíàòû õ è ó 

ñâÿçàíû ñ äâèæó-

ùèìñÿ òåëîì. 

2
y

2
x vvv += , 

Fòð=k⋅m⋅g⋅cosα. 

Ðèñóíîê 3 - Òðàåêòî-

ðèÿ òåëà. 

Êîîðäèíàòû õ è ó 

ñâÿçàíû ñ íåïîäâèæ-

íîé òî÷êîé íà íà-

êëîííîé ïëîñêîñòè. 

 
Ðèñóíîê 4 - Ãîäîãðàô ñèëû òðåíèÿ. 

têîí=0,82 ñåê. Êîîðäèíàòû õ è ó ñâÿçàíû ñ 

äâèæóùèìñÿ òåëîì. Ïðè 0≤t<têîí  

|Fòð|=k⋅m⋅g⋅cosα, ïðè (t<0)∧(t≥têîí)  

|Fòð|=m⋅g⋅sinα 

 
 

 
 

Ðèñóíîê 5 - Çàâèñè-

ìîñòü îò âðåìåíè 

ñêîðîñòåé vx è vy. 

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è 2 

Ñîãëàñíî òðåáîâàíèÿì íîðìàòèâíîé ëèòåðàòóðû [4, ñ.3; 5, ñ.3] 

â èñïûòàíèÿõ òÿãîâîãî ïîäâèæíîãî ñîñòàâà, íàçûâàåìûõ «ñáðàñûâà-

íèåì ñ êëèíüåâ», îïðåäåëÿþòñÿ ñîáñòâåííûå ÷àñòîòû è äåêðåìåíòû 

îñíîâíûõ ôîðì êîëåáàíèé (ïîäïðûãèâàíèÿ, ãàëîïèðîâàíèÿ è áîêîâîé 

êà÷êè). Èñïûòóåìûé ýêèïàæ ïðè «ñáðàñûâàíèè ñ êëèíüåâ» çàåçæàåò 

íà ïîäëîæåííûå ïîä åãî êîëåñà êëèíüÿ è, ñáðîñèâ òÿãó, «ñîñêàêèâà-

åò» ñ íèõ íà ðåëüñû. Ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå îò ïåðåõîäíûõ ôóíêöèé, 

çàôèêñèðîâàííûõ äàò÷èêàìè, ïðåäëàãàåòñÿ ñ÷èòàòü ïåðåäàòî÷íûìè 

ôóíêöèÿìè èñïûòóåìîé ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû [6, ñ.20; 7, ñ.43] (÷òî 

áåçóñëîâíî âåðíî òîëüêî äëÿ ëèíåéíîé ñèñòåìû, â òî âðåìÿ, êàê ïîä-
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âèæíîé ñîñòàâ â ïåðâîé ñòóïåíè ïîäâåøèâàíèÿ îáû÷íî ñîäåðæèò 

ôðèêöèîííûå ãàñèòåëè êîëåáàíèé). 

Ðåøåíèå çàäà÷è 2 

Íèæå íà ïðîñòåéøåì ïðèìåðå ïîêàçàíî, ÷òî îïèñàííûì âûøå 

ñïîñîáîì â äâóõìàññîâîé ñèñòåìå, ñîäåðæàùåé ôðèêöèîííûé ãàñè-

òåëü, (ðèñ.6) íåêîòîðûìè äàò÷èêàìè ìîãóò áûòü çàôèêñèðîâàíû òðè 

«ñîáñòâåííûå» ÷àñòîòû. ×àñòîòà f3 íà ðèñ.7 — ýòî ñîáñòâåííàÿ ÷àñòî-

òà âòîðîé ïàðöèàëüíîé ñèñòåìû, ñ êîòîðîé êîëåáëåòñÿ ìàññà m2 ïîñëå 

çàêëèíèâàíèÿ ôðèêöèîííîãî ãàñèòåëÿ â ïåðâîé ïàðöèàëüíîé ñèñòåìå 

(îòìåòèì, ÷òî íåêîòîðûå äàò÷èêè ñèñòåìû ôèêñèðóþò åù¸ è íèçêóþ 

÷àñòîòó f4 (ðèñ.8), ñîîòâåòñòâóþùóþ âðåìåíè êîëåáàíèé ôðèêöèîííî-

ãî ãàñèòåëÿ äî çàêëèíèâàíèÿ è ñâÿçàííóþ ñ âåëè÷èíîé âîçáóæäåíèÿ). 

)t(F)xx(KxK)xx(xF 2121121211д −−++−β+β= ɺɺɺ , 

)x(kQsignF 1д ɺ−−  ,0x ≠⇐ ɺ  

))F(kQsignF( дд −−  ),kQF()0x( д >∧=⇐ ɺ  








=11xm ɺɺ  

0 ),kQF()0x( д ≤∧=⇐ ɺ  

 

 
)xx(K)xx(xm 1221222 −+−β= ɺɺɺɺ . 

Ðèñóíîê 6 - Äâóõìàññîâàÿ ñèñòåìà 

m1 è m2 — ìàññû m1 è m2; b1 è b2 — âÿçêîñòè 1β  è 2β ; K1 è K2 — 

æ¸ñòêîñòè 1K  è 2K ; k1 — êîýôôèöèåíò òðåíèÿ k; x1(t) è x2(t) — 

ïåðåìåùåíèÿ ìàññ m1 è m2 îòíîñèòåëüíî «çåìëè»; )t(F  — ñèëîâîç-

áóæäåíèå, ïðèëîæåííîå ê m1. 

Îáîáùåíèå ðåçóëüòàòîâ çàäà÷è 2 

Íåñìîòðÿ íà íàëè÷èå íåëèíåéíîñòè, ðåçóëüòàòû îáðàáîòêè 

«ñáðàñûâàíèÿ ñ êëèíüåâ», ñïðàâåäëèâûå òîëüêî äëÿ ëèíåéíûõ ñèñ-

òåì, äàþò äîñòàòî÷íî èíôîðìàöèè î ðåçîíàíñíûõ ÷àñòîòàõ è äåìïôè-

ðîâàíèè â ìåõàíè÷åñêîé êîíñòðóêöèè. Îòìåòèì, ÷òî ÷àñòîòû f1 è f2 

(ðèñ.7) ïðè ñëó÷àéíîì âîçáóæäåíèè ÿâëÿþòñÿ ðåçîíàíñíûìè äëÿ 

«áîëüøèõ» êîëåáàíèé (ñ íåçàêëèíåííûì ôðèêöèîííûì ãàñèòåëåì è 

ñîîòâåòñòâåííî ñ äîñòàòî÷íî áîëüøèìè àìïëèòóäàìè), à ÷àñòîòà f3 ÿâ-

ëÿåòñÿ ðåçîíàíñíîé äëÿ «ìàëûõ» êîëåáàíèé ñ çàêëèíåííûì ôðèêöè-

îííûì ãàñèòåëåì. 
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Âûâîäû 

Ðåçóëüòàòû ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ íà ìîäåëÿõ-

àññîöèàöèÿõ äàþò äîñòàòî÷íî èíôîðìàöèè äëÿ ïîíèìàíèÿ ýôôåêòîâ, 

çàôèêñèðîâàííûõ â íàòóðíûõ èñïûòàíèÿõ. 

  

Ðèñóíîê 7 - «Ïåðåõîä-

íàÿ» ôóíêöèÿ 

y(t)=(x2(t)-x1(t)) è À×Õ 

A(f) ïðîöåññà y(t). 

f — ÷àñòîòà, tx — ìî-

ìåíò çàêëèíèâàíèÿ 

ôðèêöèîííîãî ãàñèòåëÿ 

Ðèñóíîê 8 - Ñðàâíåíèå «ïåðåõîäíûõ» 

ôóíêöèé è À×Õ îäíîìàññîâûõ ñèñòåì: 

ëèíåéíîé ñèñòåìû (ë) è ñèñòåìû ñ ôðèê-

öèîííûì ãàñèòåëåì (ô). 

Âåëè÷èíà f4 ñâÿçàíà ñ âåëè÷èíîé íà-

÷àëüíîé ñêîðîñòè ìàññû m. À(0) ñâÿçàíà 

ñ âåëè÷èíîé x(tx) 

ËÈÒÅÐÀÒÓÐÀ 

1. Áåñ�äû î ìåõàíèê� Â.Ë. Êèðïè÷¸âà. [Òåêñò] – Ñ.-Ïåòåðáóðãú: 

Èçäàíiå Ê.Ë. Ðèêêåðà, 1907. – 371 ñ. 

2. Ãàpêàâè H.ß. Ê âîïðîñó î ôîðìàëèçàöèè ôèçè÷åñêîãî ìîäåëèðîâà-

íèÿ ïîâåäåíèÿ ìåõàíè÷åñêèõ êîíñòðóêöèé íà ïîäîáíûõ ìîäåëÿõ. 

[Òåêñò] /Ãàpêàâè H.ß., Ëèòâèíåíêî Î.Í., Äîápîâ È.Â. // Âiáðàöi¿ â 

òåõíiöi òà òåõíîëîãiÿõ. Âñåóêðà¿íñüêèé íàóêîâî-òåõíi÷íèé æóðíàë. 

– Â³ííèöÿ: ÂÄÀÓ, 2005. - ¹4(42). - Ñ.39-44. 

3. Äîápîâ È.Â. Âåðîÿòíîñòíûé ïîäõîä ê ìàòåìàòè÷åñêîìó 

ìîäåëèpîâàíèþ ôèçè÷åñêèõ ïðîöåññîâ. [Òåêñò] /Äîápîâ È.Â., 

Ãàpêàâè H.ß., Ãàpêàâè Î.H. // Âèáðàöèè â òåõíèêå è òåõíîëîãèÿõ. 

Âñåóêðàèíñêèé íàó÷íî-òåõíè÷åñêèé æóðíàë. – Âèííèöà: ÂÃÀÓ, 

2002. - ¹5(26). - Ñ.25-27. 

4. ÑÒ ÑÑÔÆÒ ÖÒ 15-98. Ñòàíäàðò ñèñòåìû ñåðòèôèêàöèè íà ôåäå-

ðàëüíîì æåëåçíîäîðîæíîì òðàíñïîðòå. Òÿãîâûé ïîäâèæíîé ñîñòàâ. 

Òèïîâàÿ ìåòîäèêà äèíàìèêî-ïðî÷íîñòíûõ èñïûòàíèé ëîêîìîòèâîâ. 



 5 (94) 2014 «Ñèñòåìíûå òåõíîëîãèè»  

ISSN 1562-9945 90 

[Òåêñò] - Ì.: ÌÏÑ Ðîññèè. Ââåäåí â äåéñòâèå 15.02.99 ã. óêàçàíèåì 

ÌÏÑ Ðîññèè ¹Ã-165ó. - 26 ñ. 

5. ÑÒ ÑÑÔÆÒ ÖÒ 16-98. Ñòàíäàðò ñèñòåìû ñåðòèôèêàöèè íà ôåäå-

ðàëüíîì æåëåçíîäîðîæíîì òðàíñïîðòå. Òÿãîâûé ïîäâèæíîé ñîñòàâ. 

Òèïîâàÿ ìåòîäèêà äèíàìèêî-ïðî÷íîñòíûõ èñïûòàíèé ýëåêòðîïîåç-

äîâ è äèçåëü-ïîåçäîâ. [Òåêñò] - Ì.: ÌÏÑ Ðîññèè. Ââåäåí â äåéñòâèå 

17.11.99 ã. óêàçàíèåì ÌÏÑ Ðîññèè ¹À-2641ó. - 25 ñ. 

6. Áëîõèí Å.Ï. Ïðîãíîçèðîâàíèå íàèáîëåå îïàñíûõ ðåæèìîâ õîäîâûõ 

èñïûòàíèé ïîäâèæíîãî ñîñòàâà. [Òåêñò] /Áëîõèí Å.Ï., Êîðîòåí-

êî Ì.Ë., Ìÿìëèí Ñ.Â. è äð. // Âåñòíèê ìàøèíîñòðîåíèÿ. – Ì.: 

«Èçäàòåëüñòâî “Ìàøèíîñòðîåíèå”», ÑØÀ: «Àëëåðòîí Ïðåññ», 2003. 

- ¹7. - Ñ.20-23. 

7. Ïðèõîäüêî Â.È. Èñïîëüçîâàíèå ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå ïðè îáðà-

áîòêå ðåçóëüòàòîâ íàòóðíûõ èñïûòàíèé ïîäâèæíîãî ñîñòàâà. 

[Òåêñò] /Ïðèõîäüêî Â.È., Ìÿìëèí Ñ.Â., Ô¸äîðîâ Å.Ô., Ãàðêà-

âè Í.ß. // XVI ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ. Ìàòåìàòèêà. Ýêîíî-

ìèêà. Îáðàçîâàíèå.  V ìåæäóíàðîäíûé ñèìïîçèóì. Ðÿäû Ôóðüå è 

èõ ïðèëîæåíèÿ. Òåçèñû äîêëàäîâ. - Ðîñòîâ-íà-Äîíó: ÞÔÓ, 2008. - 

Ñ.43-44. 


