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Введение 

Эффективность функционирования ло-

комотивного парка как сложной системы 

существенно зависит от режима и условий 

его эксплуатации, которые, во многих слу-

чаях, определяются как собственным со-

стоянием, так и состоянием системы со-

держания. Реально изменения состояния 

системы удается описать ее дальнейшее 

поведение в большинстве случаев марков-

ским случайным процессом. Следует отме-

тить чрезмерную жесткость гипотезы о 

марковском характере поведения процесса 

технической эксплуатации локомотивного 

парка, делающую полученную модель не-

достаточно адекватной. Другой очевидный 

недостаток этой модели состоит в упро-

щенном описании эволюции исследуемого 

процесса на множестве возможных состоя-

ний: в принятой модели возможны перехо-

ды только в соседние состояния.  

Стремление учёта большего числа фак-

торов в математической модели реального 

процесса эксплуатации локомотивного пар-

ка приводит к увеличению числа диффе-

ренциальных уравнений Чэпмена-

Колмогорова относительно вероятностей 

состояний. Численное решение такой си-

стемы дифференциальных уравнений 

накладывает значительные ограничения на 

разрабатываемую марковскую модель мо-

делируемого процесса. В связи с этим тео-

ретический и практический интерес пред-

ставляет анализ функционирования локо-

мотивного парка как системы при более 

общих предпосылках. 

Обзор литературы 

Определяющими факторами, влияющи-

ми на процесс эксплуатации, который в 

свою очередь зависит от надежности и эф-

фективности его функционирования как 

восстанавливаемой системы, является ор-

ганизация обслуживания, наличие доста-

точного количества запасных элементов. 

Модели систем, в которых исследованы 

различные методы проведения аварийного, 

профилактического, планово-

предупредительного и других видов ремон-

та рассмотрены в [1-3], где применяется 

математический аппарат марковских и по-

лумарковских процессов с конечным мно-

жеством состояний. Для сравнения страте-

гий обслуживания вычисляются техниче-

ские и экономические показатели качества 

функционирования систем. В [4] проанали-

зированы модели, в которых развитие си-

стемы описывается полумарковским про-

цессом с несчетным множеством состояний 

и управляемым полумарковским процессом 

с конечным множеством состояний. Основ-

ным методом исследования сложных сто-

хастических систем является теория массо-

вого обслуживания. 

Задачами теории массового обслужива-

ния является разработка рекомендаций по 

обеспечению высокой эффективности 

функционирования системы. Для достиже-

ния этой цели ставятся задачи, состоящие в 
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установлении зависимостей эффективности 

функционирования системы от её органи-

зации [5-7]. Определенный интерес пред-

ставляет не только исследование стацио-

нарных характеристик, но и возможность 

изменения структуры системы и получения 

определенных (оптимальных) результатов, 

например, увеличения прибыли от работы 

системы [8, 9]. 

Стохастические модели эксплуатации и 

обслуживания находят применение при 

анализе качества функционирования вы-

числительных систем и технологических 

процессов [10, 11], функциональной без-

опасности средств железнодорожной авто-

матики [12], при оценке надежности про-

граммного обеспечения [13, 14].  

Цель статьи 

Обоснование выбора критериев опти-

мальности процесса технической эксплуа-

тации локомотивного парка на основе ис-

следования стохастических оценок эффек-

тивности с использованием полумарков-

ской модели. Получить последовательность 

стратегий обслуживания и ремонта. 

Основные допущения 

Положим, что процесс технической экс-

плуатации локомотивного парка представ-

ляет собой случайную последовательность 

переходов из текущего фазового состояния 

 в последующее . Время пребывания в 

каждом состоянии может быть либо слу-

чайной величиной с заданным (произволь-

ным) законом распределения, либо кон-

стантой. В таком предположении описан-

ный процесс может быть аппроксимирован 

моделью полумарковского процесса, назы-

ваемого также в литературе вложенной це-

пью Маркова (ВЦМ) и задаваемого следу-

ющими параметрами: 

– вектором начального состояния ВЦМ 

 0
0 , 1,iP P i N  , 

где N  – количество возможных состояний 

процесса; 

– квадратной матрицей переходных ве-

роятностей из состояния  в состояние  

, 1, ; 1,ijP i N j N  ; 

–матрица-строка плотностей распреде-

ления времени пребывания в состоянии  

перед переходом в следующее состоя-

ние  

  , 1,iF F t i N  . 

Обоснование выбора критериев 

оптимальности 

Представление исследуемого процесса 

моделью ВЦМ даёт возможность использо-

вания достаточно удобных методик, ис-

пользуемых в стохастическом моделирова-

нии. Статистическая обработка экспери-

ментальных данных имитации процесса 

эксплуатации локомотивов, позволяет вы-

числить значения комплексных показате-

лей надежности экономических эксплуата-

ционных показателей, которые могут быть 

использованы в качестве критериев.  

Произвольное распределение времени 

пребывания в каждом из возможных состо-

яний приводит к полумарковскому процес-

су, формальное описание которого пред-

ставлено, например, в [15]. В дополнение к 

одношаговым переходным вероятностям в 

работе рассматриваются вероятности ijR  

перехода из состояния i  в состояние j  за 

конечное 1n   шагов. 

С использованием формулы полной ве-

роятности 

1

N

ij ik kj

k

R P R


 . 

или 
N

ij ik kj ij ij

k i

R P R P R


  . 

Последнее выражение перепишем в мат-

ричной форме 
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 ij dg dgR R PR P R R PR     , 

где dgR  – диагональная матрица, получен-

ная из матрицы R заменой диагональных 

элементов нулями. 

Можно показать, что для эргодической 

вложенной цепи справедливо 

 R P R I P   , 

I  – тождественная (единичная) матрица 

размерности N N . 

В частности,  
N

ij ik kj ij

k i

R P R P


  . 

Этот результат справедлив и для вло-

женных цепей с сообщающимися состоя-

ниями. Если процесс не имеет поглощаю-

щих состояний и их общее количество ко-

нечно, то в нем всегда можно указать 

маршрут конечной длины, следуя которому 

процесс может перейти из одного состоя-

ния в другое за конечное число шагов. 

Среднее число шагов ijm  до первого по-

падания из состояния i  в состояние j  удо-

влетворяет уравнению восстановления 

  1ij ik kj ij

k i

m P m P


   . (1) 

Из этого выражения следует, что сред-

нее число шагов, необходимых для возвра-

щения процесса в состояние i , 1/ij im   , 

i  - стационарная вероятность пребывания 

в состоянии i . 

Функция распределения времени без-

условного пребывания процесса в состоя-

нии i  

  
1

( )
N

i ij ij

k

F t P F t


 . (2) 

Если ij  - среднее время, соответствую-

щее распределению ( )ijF t , то из выражения 

(2) можно получить среднее время i  без-

условного пребывания процесса в состоя-

нии i , т.е. 

1

N

i ik ik

k

P


   . 

Пусть ijl  среднее время до первого по-

падания процесса из состояния i  в состоя-

ние j , тогда 

  ij dgL l P L L M    , (3) 

где M  – матрица, диагональные элементы 

которой есть безусловные средние i , а 

остальные равны нулю; dgL  - диагональная 

матрица, полученная из матрицы L  заме-

ной недиагональных элементов нулями. 

Выражение (3) может быть записано в 

виде 
N

ij ik ij i

k i

l P l


  . 

Соответственно для среднего времени 

возвращения в состояние i  

 
1 N

ji k k

k ji

l


  

 . (4) 

Для средней наработки локомотива в со-

стоянии j  процесса между двумя очеред-

ными входами в состояние i  

 /ji j i i     , 

где /j i   - число попаданий в состояние 

j . Отсюда следует, что 
1

N

ij ij

j

l


  . 

Определим вероятность перехода из со-

стояния i  в состояние j  за время, не пре-

вышающее время t  

   ij ij ijP t P F t . 

Теорема Смита [16] для конечных про-

цессов с сообщающимися состояниями 

утверждает, что 

  lim i
ij

t
ij

P t
l


   (5) 

для любых i   и произвольных функций 

   
1

N

i ij

j

F t P t


 . 

Выражение (5) представляет собой ко-

эффициент использования в состоянии j . 
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В частности, если состояние j  целевое со-

стояние процесса эксплуатации, то /i iil  

можно определить как целевую функцию 

процесса технической эксплуатации. Она 

может рассматриваться как коэффициент 

использования, а его максимум может слу-

жить критерием оптимальности процесса 

технической эксплуатации локомотивов. 

Обозначив коэффициент использования 

/j j jjK l  , и используя выражение (4), 

можно записать 

 
1

j

j N

j k k

k jj

K






   



. (6) 

Отсюда следует, что 0jK   для всех jD  

и 
1

1
N

j

j

K


 . Следовательно, jK  есть веро-

ятность. Так как jK  - функция вероятно-

стей ikP , то она является характеристикой 

процесса технической эксплуатации локо-

мотивов и потому может служить его целе-

вой функцией. Формально это означает, что 

максимум jK  может быть принят в каче-

стве одного из критериев оптимальности 

процесса технической эксплуатации локо-

мотивов. 

Из выражения (6) путем несложных ал-

гебраических преобразований можно полу-

чить серию широко распространенных на 

практике удельных критериев эффективно-

сти процесса технической эксплуатации, в 

частности удельные затраты на техниче-

скую эксплуатацию. Из выражения (6) 

можно, например, получить 

 
1

1
1

j N

k k

k jj j

K





  
 


. (7) 

Выражение, стоящее в знаменателе (7), 

часто называют коэффициентом средних 

удельных потерь и обозначают 

 
1 N

j k k

k jj j 

   
 

 . (8) 

Для максимизации jK  в (7) достаточно 

выполнить минимизацию i . Уменьшение 

величины i  возможно прежде всего за 

счет перераспределения вероятностей j  и 

k , а также сокращения k . 

В том случае, когда вместо средних вре-

мен k  введены средние стоимости kC  

пребывания в состояниях 1,2,...,k N , из 

выражения (7) можно получить экономиче-

ский критерий оптимальности процесса 

технической эксплуатации и ремонта локо-

мотивов 

j j

jc N

j j k k

k j

C
K

C C



 

  
 

 
1

1
1

N

k k

k jj j

C
C 



 



. (9) 

Если положить, что каждый час исполь-

зования локомотива в целевом состоянии 

дает средний удельный доход jd , то можно 

считать, что доходы в целевом состоянии 

j j jC d  . Подставляя это выражение в (9), 

получим 

1

1
1

jc N
k k

k jj j j

K
C

d 





 


. 

Выражение, определяемое сомножите-

лем при элементе 1/ jd , носит название 

средних удельных затрат jC  на техниче-

скую эксплуатацию и ремонт объекта. Если 

jd const , то максимум jcK  достигается 

минимизацией выражения 

 
1 N

j k k

k jj j

C C


 
 

 . (10) 

Критериями оптимальности процесса 

технической эксплуатации локомотивов 

могут быть выбраны  max min j jK   и 

(или) min jC , выражения (6), (8) и (10). В 
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соответствии с данными критериями опре-

деляются оптимальные стратегии техниче-

ского обслуживания и ремонта примени-

тельно к отдельным узлам и агрегатам ло-

комотивов. Идея получения наиболее вы-

годной стратегии заключается в 

следующем. Для некоторого исходного 

процесса технической эксплуатации объек-

та предполагается, что соответствующая 

ему стратегия обслуживания и ремонта не 

учитывает техническое состояние конкрет-

ного объекта. Значение целевой функции в 

данном случае будет определять качество 

исходной стратеги. Затем рассматривается 

стратегия обслуживания и ремонта, ча-

стично учитывающая технические состоя-

ния конкретных объектов, и находится но-

вое значение целевой функции. Если ока-

жется, что оно лучше, чем у исходной, то 

можно утверждать, что вторая стратегия 

предпочтительнее первой. Далее, используя 

вторую стратегию в качестве исходной, 

определяется новая стратегия, которая уже 

полностью учитывает технические состоя-

ния объектов, т. е. каждого из его состав-

ных элементов. Если эта стратегия будет 

предпочтительнее второй, то из трех рас-

смотренных стратегий она будет оптималь-

ной. Таким образом, представляется воз-

можным получить упорядоченную после-

довательность стратегий, в которой одна 

стратегия имеет преимущества перед дру-

гими, рис. 1. 

 

Рис. 1. Графическое представление принципа получения оптимальной стратегии технической 

эксплуатации ( jD  - целевое состояние). Варианты стратегий:  

а – без учета технического состояния агрегата; б – с учетом технического состояния агрегата; в – с учетом 

технического состояния элементов агрегата 

С помощью диагностирования можно:  

– выявлять неисправные агрегаты и под-

вергнуть их обслуживанию и ремонту;  

– в неисправных агрегатах локализовать 

неисправные узлы и подвергать их осмотру 

и обслуживанию;  

– выявлять неисправные детали и только 

их ремонтировать и т. д. 

Чем глубже оценивается техническое 

состояние, тем более эффективной будет 

стратегия. Однако на практике внедрение 

более эффективной стратегии сопряжено с 

дополнительными затратами на техниче-

ское диагностирование [17]. С учетом этих 

затрат распределение стратегий по степени 

их эффективности может существенно из-

мениться. Оптимальной в этом случае бу-
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дет та стратегия обслуживания и ремонта, 

при которой суммарные приведенные за-

траты окажутся наименьшими [18]. 

Выводы 

Эффективность эксплуатации локомо-

тивного парка существенно зависит от ка-

чества обслуживания. Качество обслужи-

вания определяется эффективностью 

средств диагностирования технического 

состояния. Процесс эксплуатации локомо-

тивного парка описывается полумарков-

ской моделью. Используемая полумарков-

ская модель позволяет более полно учесть в 

общем случае диагностическое обеспече-

ние локомотива и процесс восстановления. 

В качестве целевых функций выбраны 

функция удельных затрат (10), коэффици-

ент средних удельных потерь (8), коэффи-

циент использования (6). Предложена про-

цедура построения упорядоченной после-

довательности улучшающих стратегий об-

служивания и ремонта с учетом состояния 

конкретного локомотива. 
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