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УДК 624.071.3 

О. С. РАСПОПОВ (ДІІТ) 

БАГАТОВИМІРНІ МАТРИЦІ В ЗАДАЧАХ ДИНАМІКИ 
ПРОСТОРОВИХ СТЕРЖНЕВИХ СИСТЕМ 

Розглядається динаміка просторових стержневих систем з використанням теорії графів і автоматів. По-
казано, що структурний склад багатовимірних моделей можна задавати за допомогою просторових матриць. 
Розроблено ефективний алгоритм розподілення системи на блоки та кодування станів кожної з підсистем. 

Рассматривается динамика пространственных стержневых систем с использованием теории графов и ав-
томатов. Показано, что структурный состав многомерных моделей можно задавать с помощью пространст-
венных матриц. Разработан эффективный алгоритм разделения системы на блоки и кодирования состояний 
каждой из подсистем. 

The dynamics of spatial beam systems using the theory of graphs and automats is considered. It is shown that 
the structural composition of multidimensional models can be set using the spatial matrices. An efficient algorithm 
for the separation of the system into blocks and encoding the states of each subsystem is developed. 

Основні правила і співвідношення, прийняті 
в ході вивчення одновимірних систем [1], уза-
гальнені на аналогічні дво- і тривимірні стерж-
неві системи, які подані у вигляді пересічних 
балок або просторових рамних каркасів. 

Для просторової системи із трьох ортогона-
льних балок побудовані зв’язні графи GRL , 
GRT  із вхідними параметрами, що відповіда-
ють згинально-поздовжнім, згинально-крутиль-
ним коливанням пересічних балок [2]. Зв’язки 
між залежними граничними параметрами у ву-
злі H  зображені на рис. 1. 

 
Рис. 1. Зв’язки у вузлі H  графа GRT  

Детальніше на рис. 2 показані зв’язки між 
параметрами двох будь-яких пересічних балок 
системи, що моделюються підграфом GT графа 
GRT . Кількість підграфів, а отже, і компонент 
графа GRT , одержаних у результаті розсічення 
зовнішніх зв’язків, дорівнює шести. Кожен з 
підграфів характеризує або згинальні, або кру-
тильні коливання однієї з балок. 

 
Рис. 2. Підграф системи GT  

Показано, що якщо граф для одновимірних 
або двовимірних стержневих систем зображу-
ється на площині, то для просторових стержне-
вих конструкцій двох вимірів недостатньо. Не-
обхідно використовувати додаткові виміри з 
характерним набором змінних для граничних 
параметрів стержнів. Встановлено, що структу-
рний склад таких моделей можна задавати за 
допомогою просторових матриць [3] на основі 
дослідження топологічних властивостей графа 
системи. Так, подача ще однієї вхідної послідо-
вності довжиною l  для автомата, що моделює 
коливання просторової стержневої системи, 
дозволяє виконати побудову тривимірної (кубі-
чної) матриці 

1 2 3

z
i i iΩ  шостого порядку 
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i i i i i iaΩ = , ( 1 2 3, , 1, 2, ..., 6i i i = ), (1) 

у якій усі шість перерізів орієнтації 1i  при фік-
сованому значенні індексу 1 1,i =  2 ,… , 6  бу-
дуть звичайними двовимірними матрицями  
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2, …, 6). Кожний переріз орієнтації асоційова-
ної просторової матриці кодується точно так, як 
і матриця звичайної ділянки балки [1]. 

Користуючись двовимірними перерізами, 
кубічна матриця 

1 2 3

z
i i iΩ  подана у вигляді табли-

ці, у якій перерізи відокремлюються вертика-
льними лініями 

(2)

де стрілки позначають напрямки зростання по-
рядкових номерів індексів 1i , 2i , 3i . 

Досліджуються сумісні коливання системи 
поздовжніх і поперечних пересічних ортогона-
льних балок, розташованих в одній площині xy  
[4]. Попередньо розглядається структура часто-
тного рівняння для універсальної стосовно за-
гальної розрахункової схеми типової j-ої підси-
стеми з різною кількістю «входів-виходів», які 
характеризують стани крайніх і проміжних під-
систем. Потім, використовуючи принцип орто-
гональності, складається рівняння для всієї сис-
теми. Так, для сумісних згинальних коливань 
системи пересічних балок у напрямку осі z  
рівняння частот має вигляд 
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матриця напрямку 3i  (матриця-рядок) із харак-
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матриця шостого порядку, що характеризує 
стани проміжних підсистем ( 2j = , 3, …, 

2m − ); ( )
2 4 1 2 4 1 4

2
1 1

1
2

n
z zi zn

zm i i i i i i i
i

V G
−

−
−

=

= Ω Ω Ω∏�  – матри-

ця-стовпець напрямку 4i  з характеристиками 
стержнів підсистеми 1m − . 

Наведено графіки-номограми зміни частот-
них параметрів, отримані для регулярної сис-
теми, що має однакові довжини прогонів і по-
гонні маси, з різними співвідношеннями згина-
льних жорсткостей поперечних і поздовжніх 
балок, а також різними значеннями параметрів 

/i n  та /j m  (рис. 3). Відзначається, що, як і у 

випадку багатопрогонових нерозрізних балок, 
отримані спектри частот мають досить вузький 
діапазон і послідовні зони згущення. 

 
Рис. 3. Значення частотних параметрів 1zλ   

для регулярної системи балок 

Для вирішення задачі кодування складної 
стержневої системи виконується її декомпози-
ція на більш прості конструктивні частини. 
Кожна конструктивна частина розділяється на 
ще дрібніші підсистеми, розміри яких визнача-
ються можливостями кодування або наявністю 
вже готових для них рішень. У результаті от-
римано декілька рівнів q-вимірних підсистем, 
що створюють q-вимірні ланцюги, для деком-
позиції й кодування станів яких використову-
ються каскадні алгоритми. Процедури коду-
вання k-тої підсистеми будуються за принци-
пом поетапного використання вхідних послідо-
вностей, переданих від спряжуваних підсистем, 
що належать різним рівням. При цьому симво-
лами коду наступного рівня (ступеня) є симво-
ли коду попереднього рівня. Показано, що для 
підсистем одного рівня можливе використання 
паралельних процедур кодування. У результаті, 
переходячи від сукупності підсистем першого 
каскаду до останнього, отримуємо набір послі-
довних кодів, що характеризують стани всієї 
системи. Застосування такого алгоритму дозво-
ляє використовувати існуючі дво- та одновимі-
рні моделі також і для тривимірного моделю-
вання. Сполучення кодованих підсистем і оде-
ржання топологічного рівняння системи вико-
нується у зворотному порядку на основі прин-
ципу ортогональності. 

Спочатку досліджуються можливі стани ти-
пової k-тої ( 1k = , 2, …, 1p − ) підсистеми, яка 
одержана після розділення тривимірної стерж-
невої системи взаємно ортогональними плос-
кими перерізами, що проходять через центри 
внутрішніх прогонів балок кожного з напрям-
ків, при послідовній зміні кодів НП, КП стерж-
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нів-стояків. Далі, з k-тої системи виділяється 
kj -та підсистема, яка представляється графом 

yjGR  та ланцюжком зв’язаних підграфів 1yGR , 

2yGR , …, 1ynGR − , що поділяються на компоне-

нти 1
1yG , 2

1yG , 3
1Gϕ , …, 1

1ynG − , 2
1ynG − , 3

1nGϕ −  

(рис. 4). 

 
Рис. 4. Граф підсистеми yjGR

Показано [4], що можливі стани системи 
при послідовній зміні одного з кодів стержня-
стояка описуються п’ятивимірною матрицею, 
яка також подана у вигляді таблиці з виділен-
ням чотиривимірних перерізів вертикальними 
лініями 

 
   1 4( ,..., 1, 2, ..., 6).i i =  

(4)

Структура двовимірних матриць, що утво-
рені трикратним перерізом орієнтації ( 1 2 5i i i ) 
при фіксованих значеннях індексів 1 2 5i i i , на-
приклад при 1 2 5 1i i i = , має вигляд: 
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де нижні індекси вказують на тип коливань і 
номери стержнів, а верхні – коди рядків або 
стовпців, що відповідають асоційованим мат-
рицям ділянки балки. 

Варіювання кодів НП, КП стержня-стояка 
дозволило визначити ще одну координату 6i   
r-вимірного простору ( 6r = ) та скласти  
r-вимірну матрицю 

1 2 6...
y z

i i i
ϕΩ , чотиривимірні пе-

рерізи якої подані у вигляді 
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В [4] детально описана процедура побудови 
асоційованих матриць для крайніх  
( 1,k = 1p − ) та проміжних ( 2, 3, , 2k p= −… ) 
підсистем. В останньому випадку двомірна ма-
триця шостого порядку складена таким чином: 
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де ( )1kV Gϕ , ( )1k mV Gϕ −
�  – кубічні матриці край-

ніх ділянок ( 1j = , 1j m= − ) k-тої підсистеми, 

k jϕΦ  – чотиривимірна матриця проміжних ді-

лянок ( 2, 3, , 2j m= −… ): 
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Аналіз структури отриманих r-вимірних ма-
триць дозволив встановити деякі закономірнос-
ті їх утворення. Так, уведення в систему додат-
кової залежної змінної або групи залежних 
змінних, відповідних одному із входів автома-
та, що описує коливання складної стержневої 
системи, додає ще один вимір в евклідовий 
простір і в структуру матриці Ω . Відзначена 
обставина дозволила запропонувати піраміда-
льний принцип побудови просторових асоційо-
ваних матриць, які на відміну від простих конс-
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трукцій стосуються не окремих стержнів, а ок-
ремих блоків або підблоків системи. 

У загальному випадку підавтомат A , що ха-
рактеризує стани проміжної (внутрішньої) під-
системи, яка має r  входів, описується r-ви-
мірною просторовою матрицею, порядок якої 
залежить від кількості можливих перестановок 
кодів відповідних вхідних змінних. Зменшення 
кількості «входів», наприклад для крайніх (гра-
ничних) підсистем, зменшує відповідно кіль-
кість координат r-вимірного простору. При 
цьому r-вимірну матрицю для всієї системи 
отримують у результаті послідовного добутку 
( 1)r + - та ( 2)r + -вимірних матриць для підсис-
тем, що її утворюють. У підсумку, на верхньо-
му рівні «піраміди» стоїть скалярна величина, 
що відповідає деякій точці евклідового просто-
ру й визначається добутком векторів, які опи-
сують стан відособленої замкнутої підсистеми. 

В остаточній формі рівняння частот для  
згинально-крутильних (згинально-поздовжніх) 
коливань тривимірної стержневої системи при-
водиться до вигляду: 

 ( ) ( )
2

1 1
2

0
p

k p
k

V GRT F V GRT
−

ϕ −
=

=∏ � . (11) 

Отримані результати для матриці F , а та-
кож матриць перетворень достатньо просто 
узагальнюються і для унітарних просторів [5], 
коли елементами векторів та матриць є компле-
ксні числа, що має місце у розрахунках дисипа-
тивних стержневих систем. 

У підсумку, частотне (топологічне) рівняння 
просторової стержневої конструкції розгляда-
ється як послідовність одно-, дво-, три- і т. д.  
r-вимірних матриць, з’єднаних в одну систему. 
Показано можливість використання піраміда-
льного принципу побудови таких рівнянь. На 
самому верхньому рівні результуюче рівняння 
складається з добутку одно- та двовимірних 
матриць системи. 

Як приклад на рис. 5 наведено графік-
номограма зміни частотного параметра 1zλ  для 
згинальних коливань шарнірно-обпертих балок, 
що лежать у площині ,xy  та поздовжніх коли-
вань ортогональних їм балок із защемленими 
кінцями, розташованих уздовж осі z . За інших 
рівних геометричних, інерційних та жорсткі-
сних характеристик системи різною приймала-
ся лише відносна жорсткість c′  на розтягнення-
стиснення балок, паралельних осі z , а також 
значення параметрів /i n  та / .j m  

 
Рис. 5. Значення 1zλ  для регулярної 

системи пересічних балок 

Відзначається, що невеликі зміни в структу-
рі системи або її параметрів можуть бути вра-
ховані без повторення процесу побудови зага-
льного рівняння системи. Досить побудувати 
асоційовані матриці для якої-небудь однієї ха-
рактерної підсистеми, які будуть дійсні також 
для опису інших аналогічних підсистем. Пока-
зано, що без топологічних моделей і автоматів 
використання таких понять, як r-вимірні мат-
риці в динамічних розрахунках стержневих си-
стем стає значно складнішим. 

За допомогою методу деформацій і скінчен-
них тригонометричних рядів у роботі [6] отри-
мано значні спрощення для регулярних конс-
трукцій, які являють собою систему багатоша-
рових пересічних балок з однаковими гранич-
ними умовами, зв’язаних між собою у вузлових 
точках лінійно-пружними безінерційними 
зв’язками. Наведені рівняння дозволяють ура-
хувати інерцію обертання, деформації зсуву й 
статичні поздовжні сили, а також будь-яку кі-
лькість континуальних балок кожного з напря-
мків. 

Таким чином, для декомпозиції дво- та три-
вимірних стержневих систем розроблені каска-
дний алгоритм розділення системи на блоки й 
відповідна методика каскадного кодування ста-
нів кожної з підсистем, що дозволило проводи-
ти процедуру побудови розв’язуючих рівнянь 
послідовно по частинах. Встановлено, що стру-
ктурний склад багатовимірних моделей можна 
задавати за допомогою просторових матриць на 
основі дослідження топологічних властивостей 
графа системи. Розроблено пірамідальний 
принцип побудови асоційованих матриць. По-
казано, що кількість вимірів просторової мат-
риці залежить від кількості входів автомата, що 
описує коливання стержневої системи, а її по-
рядок – від кількості перестановок кодів відпо-
відних вхідних змінних. 
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