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МЕТОДИ АНАЛІЗУ СТОХАСТИЧНИХ ПЕРЕХІДНИХ 
ЕЛЕКТРОМАГНІТНИХ ПРОЦЕСІВ У СИСТЕМАХ ЕЛЕКТРИЧНОЇ 
ТЯГИ 

Мета. Викладено сутності та основні характеристики методів розрахунку перехідних електромагнітних 
процесів в елементах і пристроях нелінійних динамічних систем електричної тяги з урахуванням стохастич-
ного характеру зміни напруг і струмів в тягових мережах підсистеми електропостачання і в силових колах 
електрорухомого складу. Методика. Дослідження виконано за класичними методами і методиками неліній-
ної електротехніки і теорії ймовірностей, зокрема, за методиками застосування стаціонарних ергодичних і 
нестаціонарних випадкових процесів. Результати. Користуючись викладеними методами, представлено 
схему заміщення і систему нелінійних інтегро-диференціальних рівнянь електромагнітного стану двоколій-
ної міжпідстанційної зони системи електричної тяги змінного струму; їх розрахунки дозволяють отримати 
електротягове струморозподілення на ділянках фідерних зон. Наукова новизна. З наукової точки зору ро-
бота цікава і важлива, по-перше, тим, що методи дозволяють врахувати імовірнісний характер зміни тягових 
напруг і струмів системи електротяги. По-друге, проведені дослідження дозволяють створити найбільш ефе-
ктивний метод аналізу нелінійних кіл. Практична значимість. Практична цінність даного дослідження по-
лягає у застосуванні викладених методів до аналізу електромагнітних та електроенергетичних процесів  
у системі тягового електропостачання у випадках швидкісного руху поїздів. 

Ключові слова: аналітичні методи моделювання; електромагнітні процеси; нелінійна динамічна система; 
електрифікована ділянка; перехідні режими; електровоз 

Вступ 
Однією з проблем в системах електричної 

тяги, яка до теперішнього часу практично не 
вирішувалась, є дослідження перехідних елект-
ромагнітних, особливо аварійних, процесів при 
наявності на фідерній зоні декількох поїздів, 
тобто декількох одиниць електрорухомого 
складу (ЕРС), що є реальною ситуацією в гра-
фіці руху поїздів. Особливо це типово для шви-
дкісного і високошвидкісного рухів з їх пакет-
ними графіками проходження поїздів. Завдання 
ускладнюється тим, якщо, по-перше, необхідно 
врахувати вплив декількох ЕРС, ведучих поїзди 
і по другій колії міжпідстанції зони і, по-друге, 
якщо електровози, обладнані асинхронним при-
водом (типу ДС 3), мають тим самим схемотех-
ніку значно складнішу, ніж у існуючих випря-
мних електровозів серії ВЛ 60 і ВЛ 80. 

Мета і задачі досліджень 

Метою роботи є викладення сутності та  
основних характеристик методів розрахунку 
перехідних електромагнітних процесів в нелі-

нійних силових колах систем електричної тяги 
з урахуванням випадкового характеру змінних 
напруг і струмів. 

Для дослідження поставленої мети потрібно 
вирішити такі задачі: 

1) виконати систематизацію існуючих мето-
дів нелінійної електротехніки; 
2) проаналізувати ступінь нелінійності еле-
ментів пристроїв тягового електропостачання 
та електрорухомого складу; 
3) встановити характер стохастичної зміни 
процесів тягових напруг і струмів (стаціонар-
ність, ергодичність, нестаціонарність); 
4) викласти сутність, переваги та недоліки 
методів лінеаризації; 
5) викласти сутність та основні характерис-
тики методів, що засновані на безпосеред-
ньому інтегруванні нелінійних інтегро-дифе-
ренціальних рядів; 
6) зробити висновок відносно можливості 
визначення за допомогою розглянутих мето-
дів законів розподілення напруг і струмів в 
нелінійних тягових колах. 
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Методи і методики аналізу 

Дослідження виконано на основі методів і 
методик нелінійної електротехніки та теорії 
випадкових процесів. Схема заміщення складе-
на для двоколійної міжпідстанційної зони з 
двостороннім живленням. 

Задача аналізу електромагнітних процесів в 
системі електротяги зводиться до того, що за 
заданими імовірнісними характеристиками ви-
падкових величин параметрів кола системи 
електротяги і ЕРС тягового трансформатора 
необхідно визначити імовірнісні характеристи-
ки фідерних струмів і струморозподілення між 
поїздами в різних режимах. Тобто, при дослі-
дженнях перехідних електромагнітних процесів 
в системах електричної тяги необхідно 
розв’язувати задачі статистичної динаміки не-
лінійних систем. Для розв'язання таких задач у 
теперішній час у математиці поки що не існує 
точних аналітичних методів навіть для детер-
мінованих вхідних дій, а при випадковій вхід-
ній дії труднощі зростають у багато разів [2, 3, 
5, 6, 10, 11, 14, 15]. Тому для розв’язання по-
ставленої задачі треба застосовувати наближені 
методи, основні з яких приведені нижче. 

1. Методи «звичайної» (простої) лінеариза-
ції. У випадку, коли дисперсія значень параме-
трів вузька, тобто, коли елементи системи є не 
суттєво нелінійними, і перша похідна вхідної 
дії до системи достатньо мала за модулем, тоді 
застосовують методи «звичайної» лінеаризації 
характеристик нелінійних елементів системи 
[14, 15]. Він полягає у тому, що спочатку зна-
ходять розв’язання нелінійного диференціаль-
ного рівняння при відсутності малої випадкової 
дії, а потім рівняння лінеаризують відносно ма-
лих випадкових відхилень I∆  шуканої випад-
кової величини, наприклад, струму ( )I t  проце-
су, від збурених значень параметрів. Неліній-
ними членами, які містять ці випадкові відхи-
лення, нехтують. У результаті для випадкових 
відхилень утворюється лінійне диференціальне 
рівняння, яке розв’язують відомими методами. 
Далі знаходять імовірнісні характеристики для 

I∆  з наступним переходом до імовірнісних ха-
рактеристик вихідного процесу ( )I t . 

Метод лінеаризації дозволяє значно просте 
визначення математичного сподівання та кореля-
ційної функції шуканого процесу ( )I t  в стаціо-

нарному та нестаціонарному режимах. Однак при 
негаусовому збуренні дуже складно (наприклад, 
методом визначення моментів) знайти навіть од-
номірну густину імовірності для ( )I t . 

2. Методи стохастичної лінеаризації. Для 
нелінійних систем, які містять суттєво нелінійні 
елементи, імовірнісні характеристики принци-
пово не можуть бути лінеаризовані, тому що 
немає простого зв’язку між математичними 
очікуваннями і відповідно кореляційними фун-
кціями вхідної дії та вихідних величин ( )I t . В 
цих задачах доцільним і єдино можливим є за-
стосування інших методів, ніж методів простої 
лінеаризації і, зокрема, методу статистичної 
лінеаризації [3, 6, 11–13]. В основі цього мето-
ду лежить ідея такої лінеаризації характеристик 
нелінійних елементів системи, при якій статис-
тичні характеристики (математичне очікування 
і кореляційна функція) вихідних величин k ( )I t  
співпадали б з аналогічними імовірнісними ха-
рактеристиками нелінійних елементів або були 
б найбільш близькі до них. Тоді для визначення 
випадкової функції ( )I t  на виході системи  
формально маємо лінеаризовані рівняння, для 
розв'язання яких можливо застосування апарату 
лінійної теорії. А поєднання використання кое-
фіцієнтів статистичної лінеаризації для нелі-
нійних елементів і методу Дункана [13, 18] 
призводить до найбільш простого і закінченого 
розв’язання задачі визначення перших двох  
статистичних моментів шуканих величин ( )iI t . 

Практика застосування методу статистичної 
лінеаризації показує, що він найбільш ефектив-
ний, простий і знаходить широке використання 
при аналізі простих систем, причому в устале-
ному режимі їх роботи [6, 12]. При досліджен-
нях складних систем [7] він громіздкий, а, го-
ловне, при розв’язанні деяких задач метод дає 
не тільки великі помилки, але й якісно невірні 
результати [12]. Крім цього, метод статистичної 
лінеаризації передбачає наперед визначену  
густину імовірності вихідного процесу за нор-
мальним законом. Але, як доводять автори [3], 
у складних динамічних системах, що містять, 
як правило, інерційні нелінійні елементи, фун-
кцію розподілення густини імовірності вихід-
ного процесу можна приблизно вважати за за-
коном Гаусса; спрощує цю проблему також за-
стосування перетворення Гільберта [19]. 
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Для аналізу складних систем більш застосо-
вані методи, що засновані на безпосередньому 
інтегруванні нелінійних інтегро-диференціаль-
них рівнянь, які описують стан системи, і, перш 
за все, метод статистичних випробувань (метод 
Монте-Карло) і метод еквівалентних збурень 
(метод невипадкових дій). 

3. Метод статистичних випробувань (метод 
Монте-Карло). Суть цього методу [6, 12, 13] зво-
диться до уведення випадкових реалізацій вхідних 
випадкових функцій або параметрів на відповідні 
входи досліджуваної системи. На кожен із входів 
системи при одному випробуванні повинна бути 
подана одна реалізація вхідного збурення, при 
цьому буде отримана реалізація кожної з вихідних 
величин. Повторюючи подібні випробування бага-
то разів, отримаємо для кожної з вихідних величин 
сукупність реалізацій. Піддаючи далі ці сукупності 
статистичній обробці, визначаємо закони розподі-
лу вихідних величин або, що простіше, окремі ха-
рактеристики цих законів. Для відтворення та уве-
дення вхідних збурень разом із використанням 
реальних записів їх реалізацій застосовується фі-
зичне або математичне моделювання випадкових 
функцій і параметрів. Очевидними достоїнствами 
цього методу є універсальність і простота. Разом із 
тим недоліком методу статистичних випробувань 
є необхідність накопичення великих масивів вихі-
дних величин системи, що пов'язане з виконанням 
значного об'єму обчислень. Для того, щоб отрима-
ти закони розподілу вихідних величин системи або 
хоч би їх окремі характеристики з прийнятою для 
практики точністю, потрібно обчислити сотні і 
навіть тисячі значень цих величин. Тобто, метод 
об'ємний і трудомісткий, оскільки приходиться 
багаторазово чисельно інтегрувати систему дифе-
ренціальних рівнянь для різних варіантів значень 
вхідних випадкових величин із подальшою стати-
стичною обробкою отриманих реалізацій шуканих 
величин. 

4. Метод еквівалентних збурень (метод не-
випадкових дій). Суть цього методу зводиться 
до того, що замість випадкових реалізацій па-
раметрів, які використовуються в методі стати-
стичних випробувань, заздалегідь розрахову-
ють js ( 1, 2, ..., ; 1, 2, ..., )j m s Nξ = =  невипадко-
вих величин, так звані еквівалентні збурення  
[6, 13]. Останні уводяться на відповідні входи 
досліджуваної нелінійної системи, при цьому 
шляхом обчислень або моделювання визнача-

ють деякі значення sY  вихідної величини. З ве-
личин sY  формують шукані імовірнісні харак-
теристики величини Y . 

Очевидно, що основною задачею, яка виникає 
в методах еквівалентних збурень, є таке визна-
чення величин, при яких забезпечувалася би про-
стота обчислення шуканих вірогідних характери-
стик вихідних величин системи, і була б потрібна 
порівняно невелика кількість розв'язків рівнянь 
досліджуваної системи. Складною проблемою в 
методі еквівалентних збурень є оцінка точності 
результату, оскільки, зазвичай, в реальних зада-
чах заздалегідь невідомо, якого ступеню поліном 
з достатньою точністю апроксимує залежність 
шуканої величини від випадкових параметрів. 
Тому ступінь апроксимуючого полінома дово-
диться вибирати переважно емпірично, шляхом 
проб і порівнянь результатів між собою. 

Слід відмітити, що за трудомісткістю при 
малих значеннях параметру переважає метод 
еквівалентних збурень, а при великих значен-
нях − метод Монте-Карло. 

5. Метод марковських процесів. Якщо вхід-
на дія ( )U t  являє собою гаусовий процес вели-
кої інтенсивності, то можливо застосування 
методу марківських процесів [12, 14]. Зокрема, 
для аналізу поведінки динамічних систем з ма-
рковським вихідним процесом можливо засто-
сувати рівняння Фоккера–Планка–Колмогоро-
ва. Метод марківських процесів навіть у суттє-
во нелінійних задачах принципово дозволяє 
знаходити густину імовірності вихідного про-
цесу ( )I t . Однак існує складність фактичного 
отримання розв’язку цим методом для конкре-
тної задачі, яка суттєво залежить від порядку 
диференціального рівняння, що описує поведі-
нку системи, виду початкових і граничних 
умов. Крім цього, метод марковських процесів 
застосовується лише, якщо зовнішня дія неко-
рельована. Строго кажучи, жоден із реальних 
процесів суттєво нелінійної динамічної системи 
не є марковським, тому розглянутий метод дає 
дуже наближений розв’язок. 

6. Квазістатичний метод. У деяких задачах 
можливе зведення інерційного нелінійного 
елемента до безінерційного, і тоді обмежуються 
розв’язанням у квазістатичному наближенні, 
тобто, так званим, квазістатичним методом [12, 
14, 15]. Останній характеризується тим, що в 
першому наближенні нехтують часовою  
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похідною в диференціальному рівнянні системи. 
Після чого задача зводиться до розв’язання нелі-
нійного рівняння з безінерційним елементом. У 
цьому методі також передбачається, що зовнішня 
випадкова дія змінюється настільки повільно, що 
система безінерційно відслідковує її. 

7. Методи функціональних рядів [2, 4, 12, 
14, 15]. Певний практичний інтерес представ-
ляє  метод функціональних рядів. Ідея методу 
полягає в представленні функції густини імові-
рності вихідного процесу у вигляді ряду з орто-
гональними поліномами з наступним розв’язан-
ням задачі за допомогою цих рядів. У вигляді 
найбільш практично застосовуваних рядів слід 
назвати: ряд Грам-Шарл’є з поліномами  
Ерміта; ряд Юнга [2, 4]; асиметричне гаусове 
розподілення за Бернштейном [1]; ряд Хаара [9] 
та ін. Метод призводить до достатньо громізд-
ких алгоритмів обчислення коефіцієнтів роз-
кладання. Однак у деяких окремих задачах, які 
мають практичне застосування, можливі значні 
спрощення. Складним питанням залишається 
оцінка збіжності зазначених рядів [14, 15]. 

При розв’язанні багатьох нелінійних задач у 
випадку, коли диференціальні рівняння містять 
випадкові функції, потрібно будувати (або роз-
кладати) реалізації цих функцій (найчастіше, 
напругу ( )U t  чи е.р.с. Е(t) ) за відомими їх імо-
вірнісними характеристиками. Найчастіше цю 
проблему вирішують шляхом представлення 
випадкової функції у формі детермінованих 
функцій випадкових величин. Підставою для 
такої заміни є теорема, що передбачає для  
будь-якої випадкової функції, неперервної в 
інтервалі (а, b), справедливе розкладання [12]: 

1

( )
( )= ( )+ j

j
j j

t
X t x t V

∞

=

ϕ

λ
∑ , 

де jV  − взаємно некорельовані випадкові вели-
чини, що володіють нульовими математичними 
очікуваннями і одиничними дисперсіями; 

jλ  і ( )j tϕ  − власні числа і власні функції 

інтегрального рівняння: ( ) K ( , ) ( )
b

j x
a

t t t dtϕ = τ ϕ∫ . 

Також застосовують представлення за мето-
дом Карунена, Котельникова і за допомогою 
узагальнених рядів Фур’є [17] або канонічних 
розкладань Пугачова [6]. В останні роки най-

більш поширеним є інтерполяційний метод не-
канонічних розкладань за методом Доступова 
[3] або за методом Чернецького [17]. Порів-
няльна характеристика цих методів розкладан-
ня докладно подана в [17, с. 142]. 

Насамкінець треба зауважити, що склад-
ність розрахунку стохастичних перехідних 
процесів у нелінійних динамічних системах 
(виду електротяги) за допомогою навіть викла-
дених вище методів змушує дослідників нерід-
ко відмовлятись від визначення законів розпо-
ділення вихідних величин та обмежуватися роз-
рахунками лише перших декількох моментів їх 
функцій розподілення, тобто знаходити лише 
моментні функції, які в багатьох практичних 
випадках дають достатньо повне, в ряді випад-
ків навіть вичерпне, уявлення про досліджува-
ний випадковий процес. 

Результати застосування методів 

На рис. 1 у якості прикладу, приведена схе-
ма двостороннього живлення міжпідстанційної 
двоколійної зони, в якій три поїзда рухаються в 
одному напрямку, а два − в протилежному. По-
їзди ведуть електровози, схеми заміщення яких 
прийняті згідно з дослідженнями, приведеними 
в роботі [8].  

Як випливає із рис. 1, нелінійна динамічна 
система електричної тяги схемотехнічно міс-
тить нелінійні як безінерційні (активні), так і 
інерційні (реактивні), до того ж параметричні, 
елементи, які є випадковими величинами, а вхі-
дна дія, тобто ЕРС фази тягового трансформа-
тора на тяговій підстанції або її вихідна напру-
га, являється випадковою функцією. Тому еле-
ктромагнітні процеси в такій динамічній систе-
мі описуються складною (навіть без врахування 
явища взаємоіндукції між контурами системи 
кола) системою стохастичних нелінійних дифе-
ренціальних рівнянь, наприклад, для схеми  
рис. 1, вигляду: 

 т1 т2 1- - =0i i i , (1) 

 т2 т3 2- - =0i i i , (2) 

 т3 т0 3- - =0i i i , (3) 

 т4 т5 4- - =0i i i , (4) 

 т5 т6 5- - =0i i i , (5) 
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Рис.1 

 ab1 bc1 т1 т4- + - - =0i i i i , (6) 

 bñ1 ca1 òï 1- + + =0i i i , (7) 

 ab2 ca2 т0 т6- - + + =0i i i i , (8) 

 bñ2 ca2 òï 2- + + =0i i i , (9) 

 bc1 т1
тп bс1 тп т1 т1 т1+ + + +di diR i L R i L

dt dt
 

1
1 1 1 bc+ ( ) + ( ) = ( )diR i i L t е t

dt
, (10) 

 1 т2
1 1 1 т2 т2 т2( ) - ( ) + + +di diR i i L t R i L

dt dt
−  

2
2 2 2+ ( ) + ( ) =0diR i i L t

dt
, (11) 

 т32
2 2 2 т3 т3 т3( ) - ( ) + + +

didiR i i L t R i L
dt dt

−  

3
3 3 3+ ( ) + ( ) =0diR i i L t

dt
, (12) 

 т0 са2
т0 т0 т0 тп са2 тп+ ( ) + + -di diR i L t R i L

dt dt
 

3
3 3 3 са- ( ) - ( ) = ( )diR i i L t е t

dt
, (13) 

 т4 4
т4 т4 т4 4 4 4 тп са1- + ( ) + ( ) -di diR i L R i i L t R i

dt dt
 

са1 аb1
тп тп аb1 тп са2 аb2- - - =- ( )- ( )di diL R i L е t е t

dt dt
,(14) 

 т5т4
4 т4 4 т5 т5 т5( ) - ( ) + + +didiR i i L t R i L

dt dt
−  

5
5 5 5+ ( ) + ( ) =0diR i i L t

dt
, (15) 

 5 т6
5 5 5 т6 т6 т6 тп аb2( ) - ( ) + + - -di diR i i L t R i L R i

dt dt
−  

аb2 bс2
тп тп bс2 тп аb bс- - - =- ( )- ( )di diL R i L е t е t

dt dt
.(16) 
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Наукова новизна та практична цінність 

В класичній нелінійній електротехніці, на 
відміну від лінійної, відсутній універсальний по-
тужній метод розрахунку нелінійних кіл при до-
вільних, особливо випадкових, електричних ве-
личинах. Тому до наукової новизни цієї роботи 
треба віднести, по-перше, врахування в розгляну-
тих методах стохастичного характеру зміни на-
пруг і струмів в елементах систем електричної 
тяги. По-друге, не менш важливим, з наукової 
точки зору, є докладний аналіз викладених мето-
дів відносно їх переваг та недоліків, що характе-
ризує ступінь практичної цінності їх застосування 
для аналізу перехідних електромагнітних проце-
сів в системі електричного транспорту. 

Висновки 

1. Кожний із розглянутих імовірнісних ме-
тодів володіє певними своїми перевагами і не-
доліками, тому не слід шукати загальний метод 
аналізу, а для розв’язання конкретної задачі 
необхідно вибрати чи розробити свій найбільш 
ефективний метод розрахунку електромагніт-
них процесів. 

2. Представлення вхідних до досліджуваної 
нелінійної системи випадкових функцій у фор-
мі детермінованих функцій випадкових вели-
чин доцільно здійснювати як у вигляді каноні-
чних, так і неканонічних розкладань. 
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МЕТОДЫ АНАЛИЗА СТОХАСТИЧЕСКИХ ПЕРЕХОДНЫХ 
ЭЛЕКТРОМАГНИТНЫХ ПРОЦЕССОВ В СИСТЕМАХ 
ЭЛЕКТРИЧЕСКОЙ ТЯГИ 

Цель. Изложены сущность и основные характеристики методов расчета переходных электромагнитных 
процессов в элементах и устройствах нелинейных динамических систем электрической тяги с учетом сто-
хастического характера изменения напряжений и токов в тяговых сетях подсистемы электроснабжения и в 
силовых цепях электроподвижного состава. Методика. Исследование выполнено с использованием класси-
ческих методов и методик нелинейной электротехники и теории вероятностей, в частности, методик приме-
нения стационарных эргодических и нестационарных случайных процессов. Результаты. Пользуясь изло-
женными методами, составлена схема замещения и система нелинейных интегро-дифференциальных урав-
нений электромагнитного состояния двухпутной межподстанционной зоны системы электрической тяги 
переменного тока; их расчеты позволяют получить электротяговое токораспределение на участках фидер-
ных зон. Научная новизна. С научной точки зрения работа интересна и важна, во-первых, тем, что данные 
методы позволяют учесть вероятностный характер изменения тяговых напряжений и токов системы элек-
тротяги. Во-вторых, проведенные исследования позволяют создать наиболее эффективный метод анализа 
нелинейных цепей. Практическая значимость. Практическая ценность данного исследования заключается 
в применении изложенных методов к анализу электромагнитных и электроэнергетических процессов в сис-
теме тягового электроснабжения в случаях скоростного движения поездов. 

Ключевые слова: аналитические методы моделирования; электромагнитные процессы; нелинейная дина-
мическая система; электрифицированный участок; переходные режимы; электровоз 
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ANALYSIS METHODS OF STOCHASTIC TRANSIENT  
ELECTRO–MAGNETIC PROCESSES IN ELECTRIC TRACTION 
SYSTEM 

Purpose. The essence and basic characteristics of calculation methods of transient electromagnetic processes in 
the elements and devices of non–linear dynamic electric traction systems taking into account the stochastic changes 
of voltages and currents in traction networks of power supply subsystem and power circuits of electric rolling stock 
are developed. Methodology. Classical methods and the methods of non–linear electric engineering, as well as 
probability theory method, especially the methods of stationary ergodic and non–stationary stochastic processes ap-
plication are used in the research. Findings. Using the above-mentioned methods an equivalent circuit and the sys-
tem of nonlinear integra-differential equations for electromagnetic condition of the double–track inter-substation 
zone of alternating current electric traction system are drawn up. Calculations allow obtaining electric traction cur-
rent distribution in the areas of feeder zones. Originality. First of all the paper is interesting and important from 
scientific point of view due to the methods, which allow taking into account probabilistic character of change for 
traction voltages and electric traction system currents. On the second hand the researches develop the most efficient 
methods of nonlinear circuits’ analysis. Practical value. The practical value of the research is presented in applica-
tion of the methods to the analysis of electromagnetic and electric energy processes in the traction power supply 
system in the case of high-speed train traffic.  
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