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Тягові розрахунки є прикладної части-

ною теорії тяги поїздів і дозволяють вирі-
шувати численні практичні задачі, що ви-
никають при проектуванні та експлуатації 
залізниць. 

На залізничному транспорті методи роз-
робки тягових розрахунків і необхідні для 
їх виконання нормативи регламентуються 
Правилами тягових розрахунків (ПТР) для 
поїзної роботи [1-6]. 

В даний час тягові розрахунки викону-
ються, переважно, з допомогою засобів об-
числювальної техніки. Для математичного 
формулювання задачі необхідно враховува-
ти фізичну суть явищ, що супроводжують 
процес руху поїзда, основні прийоми та 
способи тягових розрахунків. У більшості 
випадків тягові розрахунки вимагають опе-
ративності їх проведення. 

Сьогодні найактуальнішою проблемою є 
проблема економії енергоресурсів. У той 
же час необхідно вантаж доставляти під 
час, а в багатьох випадках – в найкоротші 
терміни. 

Запропонований підхід стосовно рішен-
ня задачі оптимальних тягових розрахунків 
розглядається як багатостадійний процес 
прийняття рішень. На кожній стадії необ-
хідно прийняти рішення так, щоб його ре-
зультат був оптимальним з точки зору 
всього процесу. В задачі стадіями є інтер-
вали путі. Задача управління швидкістю і 
часом руху сформульована в термінах ди-
намічного програмування. 

Метою роботи є розробка прогнозу ре-
зультатів і формування рекомендацій по 
можливим впливам на процес руху поїзда з 
метою ведення його в оптимальних умовах 
стосовно енергії і часу. Розробка чисельно-
го методу оптимальних тягових розрахун-
ків з використанням векторної оптимізації 
для двох показників. 

Актуальність 
Одним з радикальних способів, що за-

безпечує стійкість на ринку надання транс-
портних послуг, є економія енергоресурсів. 
Залізнична мережа України зливається з за-
лізницями Росії, Білорусії, Польщі, Чехос-
ловаччини, Румунії та ін. Географічне роз-
ташування України має великий потенціал 
до транзитних перевезень. Незважаючи на 
істотне зниження обсягів перевезень, умови 
роботи залізничних підприємств України 
залишаються важкими і це в першу чергу 
пов’язано із щорічним зростанням цін на 
енергоносії. Значна частка використання 
енергії припадає на забезпечення тяги поїз-
дів. Проблемі економії енергоресурсів при-
діляється постійна і пильна увага у всіх га-
лузях промисловості і не тільки на транс-
порті. 

Сьогодні важливою проблемою є ство-
рення компромісно-оптимальних режимів 
тяги поїздів для показників споживання та 
часу доставки вантажу. Вартісні показники 
ефективності руху поїздів вимагають нових 
підходів до розробки методів оптимального 
розрахунку режимних карт ведення поїздів. 
Для аналізу доцільності переходу на режи-
ми руху, оптимальні за вартістю електро-
енергії, необхідно виконати дослідження 
компромісно-оптимальних рішень, ефекти-
вних для вектора показників: 

– витрати електроенергії; 
– вартості електроенергії при заданому 

обсязі перевезень; 
– графік руху. 
Компромісно-оптимальні режими пред-

ставляють набір умовно-оптимальних ре-
жимів руху (або ж дільничних швидко-
стей), які застосовуються залежно від зада-



ної переваги характеристик векторної ці-
льової функції [7]. 

Аналіз літературних джерел 
 Дослідження в області оптимізації 

управління тягою транспортних засобів по-
чаті ще Охоцимським («К теории движения 
ракет», 1946 р.). Практичне застосування 
теорії оптимального керування почались 
після виходу робіт Л.С. Понтрягіна [8], Бо-
лтянського [9], Беллмана [10].  

В розвиток теорії тяги поїздів внесли  
А. М. Бабичков, В. Ф. Єгорченко, Д. А. 
Штанге, Д. К. Мінов, І. П. Ісаєв та інші. 
Динаміка тяги розвивалась в роботах  
С. А. Чаплигіна, В. А. Лазаряна, Н. А. Па-
нькіна, В. В. Дєєва Є. П. Блохіна, А. А. Бо-
сова, Г. К. Гетьмана. 

Характерною особливістю робіт за оп-
тимальними тяговими розрахунками є при-
стосування схем і методів до обчислюваль-
ної техніки. В основу багатьох алгоритмів 
покладено принцип Беллмана. Експеримен-
тальні розрахунки сьогодні дозволили на-
копичити певний досвід з оптимізації. 

Одним з напрямів впровадження методів 
управління на транспорті, є розробка таких 
обчислювальних систем, які дозволяли б 
оптимально управляти поїздом, як в за-
мкнутому циклі (автоматичне керування), 
так і в режимі рекомендацій (підказок). 
Практика показала, що для більшої ефекти-
вності необхідно розробити досить дієві 
математичні методи розв’язання задач оп-
тимальних тягових розрахунків, на підставі 
яких можна було б розробити ті чи інші ал-
горитми для конкретних інженерних задач, 
з наступним уточненням і доробкою на ре-
альних процесах керування поїздами або в 
системах управління. Дана проблема висві-
тлена в роботах [11–14]. 

У роботах Костроміна А. М. [15–17] ви-
користовується як класичне варіаційне чис-
лення, так і методи математичної теорії оп-
тимального управління, що з’явилися у фу-
ндаментальних працях Понтрягіна і Белл-
мана. Проблема оптимальних режимів 
управління локомотивом розглядається як 
інженерне завдання. В основу методів рі-

шення покладений в більшості випадків 
принцип максимуму. 

Роботи [18–20] присвячені, в основному, 
розробці методів оптимізації режимів во-
діння поїздів, заснованих на використанні 
сучасної математичної теорії управління і 
обчислювальних засобів. Критерієм опти-
мальності в більшості виконаних робіт 
служить мінімум витрат енергії на тягу по-
їздів, хоча зустрічається також застосуван-
ня інших показників ефективності органі-
зації перевізного процесу, наприклад час 
руху поїзда по ділянці, що використовуєть-
ся в задачах на швидкодію або точність ви-
конання заданого часу ходу і т. п. Проте не-
залежно від прийнятого критерію і параме-
тра оптимізації задача вибору оптимальних 
режимів водіння поїзда розглядалися в од-
нокритеріальній постановці. 

Застосування методів векторної оптимі-
зації до вирішення двокритеріальної задачі 
оптимізації тягових розрахунків викладені 
в роботах [21–23]. У роботах досліджується 
рішення двокритеріальних задач методом 
векторної оптимізації. Для аналізу можли-
вих шляхів вирішення використовується 
метод параметризації, проводиться аналіз 
завдання тягових розрахунків як завдання 
векторної оптимізації. Запропонований ме-
тод оптимізації ґрунтується на якісному до-
слідженні режимів руху на елементарному 
відрізку колії. До недоліків можна віднести 
відсутність чисельних методів векторної 
оптимізації орієнтованих до використання 
обчислювальної техніки що реалізують да-
ний метод. 

Постановка задачі 
Розглядається задача, яка змістовно ві-

дома як задача оптимальних тягових розра-
хунків. Величини  

( )f s , ( )t s  – показники, що відображають 
перевізний процес і являють собою витрати 
енергоресурсів (електроенергія, паливо) і 
часу на доставку вантажу; 
S – координата колії. Поїзд розглядається 
як тверде тіло з масою зосередженої в його 
центрі. Рівняння руху потягу враховуються 
як в [24]. Вважаються заданими 

– поздовжній профіль колії; 



– обмеження швидкості по колії прохо-
дження; 

– маса складу; 
– тип вагонів, навантаження на вісь; 
– маса електровоза; 
– тягові характеристики електровоза; 
– обмеження часу проходження; 
– початкова і кінцева швидкість; 
– довжина ділянки колії. 
З точки зору витрат енергоресурсів на 

рух виникає задача про побудову закону 
керування потягом, де критерієм оптималь-
ності є витрата енергоресурсів. Критичним 
залишається вимога витрат часу на прохо-
дження поїзда для даної ділянки. 

Нехай 
S – координата колії, 0 s l  ; 
l – довжина ділянки колії (значення кінце-
вої координати ділянки); 

( )v s  – швидкість руху поїзда; 
( ( ))f v s – витрати енергоресурсів; 

( ( ))t v s – функція витрат часу в залежності 
від обраної швидкості руху; 
T  – час руху по ділянці. 

Задача на оптимальне управління рухом 
поїзда з мінімальною витратою енергії ко-
ротко можна сформулювати так: знайти та-
ке допустиме управління ( )v s , при якому 
відповідний витрат енергоресурсів був би 
мінімальним і виконувався графік руху на 
даній ділянці. 

Зазвичай задача оптимального управлін-
ня руху поїзда з мінімальним витратами 
енергоресурсів має вигляд 

 
( )

min ( )
v s

f s  (2) 

за умови 

 ( ( ))t v s T ,   0 s l  . (3) 

Управлінням є швидкість руху. 
Модель (2)–(3) враховує не всі обме-

ження. Необхідно при розрахунках ще вра-
хувати й інші чинники: початкову та кінце-
ву швидкість, характеристики локомотива 
(обмеження на питому дотичну силу, об-
меження на питому гальмівну силу, ККД і 
ін.), обмеження швидкісного режиму, пере-
грів тягового двигуна. 

Пом’якшимо жорстку умову щодо часу 
проходження (3) і замість рівності (2) бу-
демо розглядати обмеження 

 ( ( ))t v s T ,   0 s l  . (3’) 

Модель (2)–(3’) є неперервною. Для по-
будови схеми розв’язку задачі перейдемо 
до відповідної дискретної моделі. 

Розіб’ємо ділянку колії 0 s l   на N  
елементарних ділянок  1[ , ]j js s , 1, ,j N  . 
У точках розбиття js  швидкість ( )jv v s  
може приймати кінцеву безліч значень jV , 

1, ,j N   

 ( )j i jV v s ,   1 ji m  , 

де jm  – кількість елементів у множині jV . 
Величина jm  визначається обмеження-

ми на швидкість руху в точці js  та у спосіб 
дискретизації ( )jv s  (регулярний крок роз-
биття, нерегулярний крок розбиття, вели-
чина кроку розбиття). Залежно від вибраної 
швидкості руху jv V  в точці розбиття колії 

js  елементарна ділянка 1,j js s    може бути 
прослідувана за час ( )j jt t V  – невід’ємна 
величина, при цьому витрати енергоресур-
сів складуть ( )j jf f V – також невід’ємна 
величина. Витрати енергоресурсів на діля-
нці 0 Ns l s    являють собою суму всіх 
витрат на елементарних ділянках. Витрати 
часу для 0 Ns l s    представляють суму 
часу відповідних встановленому енергоре-
сурсу на елементарних ділянках. Інакше, 
функція витрат енергоресурсів і функція 
витрат часу є адитивні функції, визначені 
на кінцевих множинах jV . 

Потрібно вибрати такий режим руху по-
тягу kv , 0k N   ( 0v  и Nv  надані), при 
якому сумарні витрати енергоресурсів були 
б мінімальними, і при цьому загальні ви-
трати часу не виводили з встановленого 
графіка руху (сумарні витрати часу не пе-
ревершували заданої величини T ). 

Розглянута задача про оптимальний рух 
поїзда з мінімальними витратами енергоре-
сурсів (2)–(3’) є канонічною задачою про 



розподіл ресурсу [25, 26]. Для її рішення 
пропонується схема методу динамічного 
програмування. Замість рекурентних рів-
нянь використовується покрокове обчис-
лення безлічі точок, оптимальних за Паре-
то, на площині значень цільової функції й 
ресурсу. 

У прийнятих позначеннях формальна 
постановка задачі запишеться так. Знайти 
мінімум суми 

 
1

( )
N

j i
j

f v

 ,   i jv V ,   1j N   (4) 

при обмеженнях 

 
1

( )
N

j i
j

t v T


 ,   i jv V ,   1j N  . (5) 

Передбачається, що безліч (5) допусти-
мих рішень не порожньо. 

Схема динамічного програмування 
Задача (4)–(5) представляє собою відому 

задачу оптимального розподілу ресурсу, 
для вирішення якої використовується, за-
звичай, метод динамічного програмування 
[11, 12]. Наведемо основні співвідношення 
цього методу. Позначимо через ( )jB u  оп-
тимум наступної задачі: знайти мінімум 
суми 

1
( )

j

k k
k

f v

  

при обмеженнях 
1

( )
j

i i
i

t v u


  i iv V , 

1j N  , де j  приймає значення 1, , N , 
0 u T  . Очевидно, величина ( )NB T  дорі-
внює оптимуму вихідної задачі (4), (5). Її 
розрахунок проводиться за рекурентним рі-
внянням 

 
 1\ ( )

( ) min [ ( )] ( )

0 1, , .
j j j j

j j j j j jv V t v u
B u B u t v f v

u T j N

 
   



  



(6) 

При такій організації обчислень необ-
хідно покласти 0 ( )B u   , 0 u T  , і 

( ) 0jB u  , якщо мінімум в (6) береться по 
порожній безлічі. 

При великих значеннях T  і N  розраху-
нок з використанням рівнянь (6) вимагає 
значного обсягу пам’яті і часу рахунку. 
Нижче пропонується підхід, який дозволяє 
істотно заощаджувати обчислювальні ре-
сурси. 

На площині двох змінних введемо від-
ношення часткового порядку 

( , ) ( , )x y z w x y  ,   z w . 

Нехай A  – деяка безліч точок на площи-
ні. Точки з A , мінімальні щодо часткового 
порядку, називають оптимальними за Паре-
то або просто паретовськими. Розглянемо 
безліч точок вигляду 

1
( )

j

i i
i

F f v


 ,   
1

( )
j

i i
i

T t v


 , 

де вектор 1 2( , , , )jv v v  пробігає всі значен-
ня, що задовольняють умовам 

1
( )

j

i i
i

t v T


 ,   i iv V ,   1i j  . 

Сукупність паретовськіх точок цієї 
множини позначимо через jS . З кількох рі-
вних паретовськіх точок у безліч jS  вклю-
чається тільки одна. Позначимо через 
 ,jk jkF T , 1, , jk K  , точки безлічі jS , ну-
меруючи їх за зростанням координат, тобто 

1 2 jj j jKF F F  ,   1 2 jj j jKT T T  . 

Неважко бачити, що ( )j jk jkB T F , 
1, , jk K  . Функція ( )jB u  є неубуваючою 

по аргументу u   при даному j . Її графік 
складається з ділянок постійності і точок 
зростання, які і складають безліч jS . Таким 
чином, безліч jS   містить всю необхідну 
інформацію про функції в мінімальному 
обсязі. 

Безлічі jS , 1, ,j N   перераховуються 
по кроках, аналогічно рівнянь (6). На поча-
тковому кроці вважаємо 0S  = {(0,0)}. Опи-
шемо спільний крок. Нехай вже побудовано 
безліч 

 1 1, 1, 1, , 1, ,j j k j k jS F T k K      . 



Розглянемо безліч точок  ( , )F T  вигляду 
1, ( )j k j jF F f v  ,   1, ( )j k j jT T t v  , 

де 11, , jk K   , а змінна jv  пробігає всі 
значення, що задовольняють умовам 

1, ( )j k j jT t v T   ,   j jv V . 

Виділяючи з цієї множини паретовські 
точки і залишаючи з рівних точок тільки 
одну, отримуємо безліч 

  , ,, , 1, ,j j k j k jS F T k K   . 

Цей процес завершується побудовою 
безлічі 

  , ,, , 1, ,N N k N k NS F T k K   . 

Величина 
NNKF  дорівнює оптимуму по-

чаткової задачі. Відповідне вказаному оп-
тимуму значення 

NNKT  є витратами часу. 
Тут використано таку властивість рішення: 
перспективні пари ( , )F T  утворюють безліч 
Парето, а всі інші можна видалити (але мо-
жна і залишити). У реальній реалізації 
представленого алгоритму попередньо ви-
діляються для кожного значення індексу 

1, ,j N   паретовскі точки безлічі 

 ( ), ( ) ,j j j j j jf v t v v V  

і використовуються в розрахунках тільки 
вони. 

Якщо перспективні пари ( , )F T  не вилу-
чати, то серед безлічі пар ( , )F T  можна 
знайти такі, які оптимізують час. У самому 

сприятливому випадку серед безлічі паре-
товськіх пар можна вибрати найбільш під-
ходящі до умов графіку руху за витратами 
часу та енергоресурсів. 

Ефективним рішенням багатокритеріа-
льної задачі називають оптимальне по Па-
рето рішення [27]. Пошук ефективного рі-
шення називають ще програмуванням на 
множині Парето. Чисельна реалізація мето-
ду динамічного програмування на множи-
нах Парето дозволяє застосовувати обме-
ження на використання ресурсу. 

Наведемо приклад пошуку ефективних 
траєкторій по Парето. Процедуру побудови 
ефективного  рішення надамо для багато-
стадійного процесу, що моделюється гра-
фом, рис. 1, аналогічному топології сітки, 
яка використовується при оптимальних тя-
гових розрахунках з допомогою динамічно-
го програмування. Граф (сітка) відображає 
процес руху від стадії kD  до 1kD  , 1,...,11k   
(відрізок путі 1[ , ]k kD D  ) і  змін стану (від 
швидкості iv  до швидкості jv ) в напрямках, 
що задані стрілками (дуги). Процеси пере-
ходу від однієї стадії  руху до іншої харак-
теризується парами  ( , )e t , де e - витрати 
енергії при переході від швидкості  iv  до 
швидкості jv , t - відповідні витрати часу 
для подолання відрізку путі 1[ , ]k kD D  . Фо-
рмально можна сказати, що кожній дузі 
графа поставлено відповідно пару чисел 
(вектор). Для наданого графа необхідно ви-
значити оптимальні траєкторії по Парето 
(ефективні траєкторії), що ведуть з 



 
Рис. 1. Граф багатостадійного процесу. Компромісно-оптимальні траєкторії процесу. 

 - Парето-оптимальні (ефективні) траєкторії  руху; 

iv  - швидкість руху;   ( , )e t  - показники руху при переході з стану iv  в стан jv ;  kD - стадії руху; 

( , ) me t v  - покажчик (зворотний) руху по Паретовській траєкторії та відповідні значення витрат енергії 
e  і часу t  в напрямку початкової вершини 1v . 

 
початкової вершини 1v  до кінцевої 12v  на 

множені паретовських точок ( , )p pe t , що ха-
рактеризують процес руху. 

На графі в кожній вершині проставлено 
незрівнянні по Парето варіанти, які вказу-
ють напрямок руху (зміни станів для кож-
ної стадії) з даної вершини в начало путі 
(покажчик на попередню вершину mv  і 
які витрати, при цьому енергії e  и ресурсу 
часу t  будуть. 

Оптимальні по Парето траєкторії на 
графі виділено товстими лініями. Процеду-
ра оптимізації проводилася ручними розра-
хунками і з допомогою розробленого про-
грамного забезпечення. Для наданого при-
кладу компромісно оптимальними (ефекти-
вними) траєкторіями є:  
- перша траєкторія проходить через 
послідов-ність вершин 

 1 2 4 9 11 12v v v v v v     , 

відповідні витрати енергії 12 7e  , часу 12 7t  ; 

- друга траєкторія проходить через по-
слідов-ність вершин 

1 3 5 9 11 12v v v v v v     , 

відповідні витрати енергії 12 6e  , часу 
12 10t  . 

Даний приклад несе тільки демонстра-
тивний характер. Показники процесу ( , )e t  і 
кількість вершин в графі вибрано випадко-
во. Задачі тягових розрахунків відповідає 
лише топологія графу. 

Слід зазначити, що в випадку не вико-
нання обмеження на ресурс часу t T  (вза-
галі якого-небудь ресурсу), така траєкторія 
не розглядається, Стосовно прикладу, якщо 
мається обмеження 9t  , друга траєкторія 
до розгляду як ефективна не береться. 

Висновки 
Задача на оптимальне управління рухом 

поїзда з мінімальною витратою енергії та 
обмеженням часу можна звести до задачі 
оптимального розподілу ресурсу, для вирі-
шення якої використано метод динамічного 
програмування на сукупності паретовскіх 



 

точок безлічі пар ( , ) ( , )F T енергiя час . Рі-
шення засноване на паретовскіх точках не-
єдине. На безлічі рішень по Парето вибира-
ється одне найбільш підходяще по компро-
місу щодо організації перевізного процесу 
для даної ділянки. 
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