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ТЯГОВІ РОЗРАХУНКИ НА МНОЖИНІ ПАРЕТО  
ЗА ДВОМА ПОКАЗНИКАМИ 

Задача тягових розрахунків розглядається як задача про розподіл ресурсу у векторній постановці. Рішен-
ня ґрунтується на динамічному програмуванні з використанням безлічі точок оптимальних за Парето зна-
чень цільової функції (енергія, час). 

Ключові слова: оптимальні тягові розрахунки, динамічне програмування, векторна оптимізація в тягових 
розрахунках, ефективні траєкторії руху поїзда 

Задача тяговых расчетов рассматривается как задача о распределении ресурса в векторной постановке. 
Решение основывается на динамическом программировании с использованием множества точек оптималь-
ных по Парето значений целевой функции (энергия, время). 

Ключевые слова: оптимальные тяговые расчеты, динамическое программирование, векторная оптимиза-
ция в тяговых расчетах, эффективные траектории движения поезда 

The problem of train traction calculations is considered as the one of resource allocation in a vector formulation. 
The solution is based on dynamic programming using a set of points of the optimal Pareto objective function values 
(energy, time). 
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Тягові розрахунки  дозволяють вирішувати 
численні практичні задачі, що виникають при 
проектуванні та експлуатації залізниць. 

На залізничному транспорті методи розроб-
ки тягових розрахунків і необхідні для їх вико-
нання нормативи регламентуються Правилами 
тягових розрахунків (ПТР) для поїзної роботи 
[1 – 6]. 

Для математичного формулювання задачі 
необхідно враховувати фізичну суть явищ, що 
супроводжують процес руху поїзда, основні 
прийоми та способи тягових розрахунків. У 
більшості випадків тягові розрахунки вимага-
ють оперативності їх проведення. 

Сьогодні найактуальнішою проблемою є 
проблема економії енергоресурсів. У той же час 
необхідно вантаж доставляти під час, а в бага-
тьох випадках – в найкоротші терміни. 

Запропонований підхід стосовно рішення 
задачі оптимальних тягових розрахунків роз-
глядається як багатостадійний процес прийнят-
тя рішень. На кожній стадії необхідно прийняти 
рішення так, щоб його результат був оптималь-
ним з точки зору всього процесу. В задачі ста-
діями є інтервали путі. Задача управління шви-
дкістю і часом руху сформульована в термінах 
динамічного програмування. 

Метою роботи є розробка прогнозу ре-
зультатів і формування рекомендацій по мож-
ливим впливам на процес руху поїзда з метою 
ведення його в оптимальних умовах стосовно 
енергії і часу. Розробка чисельного методу оп-
тимальних тягових розрахунків з використан-
ням векторної оптимізації для двох показників. 

Актуальність 

Одним з радикальних способів, що забезпе-
чує стійкість на ринку надання транспортних 
послуг, є економія енергоресурсів. Залізнична 
мережа України зливається з залізницями Росії, 
Білорусії, Польщі, Чехословаччини, Румунії та 
ін. Географічне розташування України має ве-
ликий потенціал до транзитних перевезень. Не-
зважаючи на істотне зниження обсягів переве-
зень, умови роботи залізничних підприємств 
України залишаються важкими і це в першу 
чергу пов’язано із щорічним зростанням цін на 
енергоносії. Значна частка використання енергії 
припадає на забезпечення тяги поїздів. Про-
блемі економії енергоресурсів приділяється по-
стійна і пильна увага у всіх галузях промисло-
вості і не тільки на транспорті. 

Сьогодні важливою проблемою є створення 
компромісно-оптимальних режимів тяги поїздів 
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для показників споживання та часу доставки 
вантажу. Вартісні показники ефективності руху 
поїздів вимагають нових підходів до розробки 
методів оптимального розрахунку режимних 
карт ведення поїздів. Для аналізу доцільності 
переходу на режими руху, оптимальні за варті-
стю електроенергії, необхідно виконати дослі-
дження  ефективних для вектора показників: 

– витрати електроенергії; 
– вартості електроенергії при заданому об-

сязі перевезень; 
– графік руху. 
Ефективні (компромісно-оптимальні) режи-

ми представляють набір умовно-оптимальних 
режимів руху (або ж дільничних швидкостей), 
які застосовуються залежно від заданої перева-
ги характеристик векторної цільової функ- 
ції [7]. 

Аналіз літературних джерел 

Дослідження в області оптимізації управ-
ління тягою транспортних засобів початі ще 
Охоцимським («К теории движения ракет», 
1946 г.). Практичні застосування теорії оптима-
льного керування почались після виходу робіт 
Л. С. Понтрягіна [8], Болтянського [9], Беллма-
на [10].  

В розвиток теорії тяги поїздів внесли  
А. М. Бабичков, В. Ф. Єгорченко, Д. А. Штанге, 
Д. К. Мінов, І. П. Ісаєв та інші. Динаміка тяги 
розвивалась в роботах С. А. Чаплигіна,  
В. А. Лазаряна, Н. А. Панькіна, В. В. Дєєва,  
Є. П. Блохіна, А. А. Босова, Г. К. Гетьмана. 

Характерною особливістю робіт за оптима-
льними тяговими розрахунками є пристосуван-
ня схем і методів до обчислювальної техніки.  
В основу багатьох алгоритмів покладено прин-
цип Беллмана. Експериментальні розрахунки 
сьогодні дозволили накопичити певний досвід з 
оптимізації. 

Одним з напрямів впровадження методів 
управління на транспорті, є розробка таких об-
числювальних систем, які дозволяли б оптима-
льно управляти поїздом, як в замкнутому циклі 
(автоматичне керування), так і в режимі реко-
мендацій (підказок). Практика показала, що для 
більшої ефективності необхідно розробити до-
сить дієві математичні методи розв’язання за-
дач оптимальних тягових розрахунків, на під-
ставі яких можна було б розробити ті чи інші 

алгоритми для конкретних інженерних задач, з 
наступним уточненням і доробкою на реальних 
процесах керування поїздами або в системах 
управління. Дана проблема висвітлена в робо-
тах [11 – 14]. 

У роботах Костроміна А. М. [15 – 17] вико-
ристовується як класичне варіаційне числення, 
так і методи математичної теорії оптимального 
управління, що з’явилися у фундаментальних 
працях Понтрягіна і Беллмана. Проблема опти-
мальних режимів управління локомотивом роз-
глядається як інженерне завдання. В основу 
методів рішення покладений в більшості випа-
дків принцип максимуму. 

Роботи [18 – 20] присвячені, в основному, 
розробці методів оптимізації режимів водіння 
поїздів, заснованих на використанні сучасної 
математичної теорії управління і обчислюваль-
них засобів. Критерієм оптимальності в біль-
шості виконаних робіт служить мінімум витрат 
енергії на тягу поїздів, хоча зустрічається та-
кож застосування інших показників ефективно-
сті організації перевізного процесу, наприклад 
час руху поїзда по ділянці, що використовуєть-
ся в задачах на швидкодію або точність вико-
нання заданого часу ходу і т.п. Проте незалеж-
но від прийнятого критерію і параметра опти-
мізації задача вибору оптимальних режимів 
водіння поїзда розглядалися в однокритеріаль-
ній постановці. 

Застосування методів векторної оптимізації 
до вирішення двокритеріальної задачі оптимі-
зації тягових розрахунків викладені в роботах 
[21 – 23]. У роботах досліджується рішення 
двокритеріальних задач методом векторної оп-
тимізації. Для аналізу можливих шляхів вирі-
шення використовується метод параметризації, 
проводиться аналіз завдання тягових розрахун-
ків як завдання векторної оптимізації. Запропо-
нований метод оптимізації ґрунтується на якіс-
ному дослідженні режимів руху на елементар-
ному відрізку колії. До недоліків можна віднес-
ти відсутність чисельних методів векторної 
оптимізації орієнтованих до використання об-
числювальної техніки що реалізують даний  
метод. 

1. Постановка задачі 

Розглядається задача, яка змістовно відома 
як задача оптимальних тягових розрахунків. 
Величини ( )f s , ( )t s  – показники, що відобра-
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жають перевізний процес і являють собою ви-
трати енергоресурсів (електроенергія, паливо) і 
часу на доставку вантажу; 

s  – координата колії. Поїзд розглядається 
як тверде тіло з масою зосередженої в його 
центрі. Рівняння руху потягу враховуються  
як в [24].  

Вважаються заданими: 
– поздовжній профіль колії; 
– обмеження швидкості по колії проходжен-

ня; 
– маса поїзда; 
– тип вагонів, навантаження на вісь; 
– маса електровоза; 
– тягові характеристики електровоза; 
– обмеження часу проходження; 
– початкова і кінцева швидкість; 
– довжина ділянки колії. 
З точки зору витрат енергоресурсів на рух 

виникає задача про побудову закону керування 
потягом, де критерієм оптимальності є витрата 
енергоресурсів. Критичним залишається вимога 
витрат часу на проходження поїзда для даної 
ділянки. 

Нехай s – координата колії, 0 s l≤ ≤ ; 
l  – довжина ділянки колії (значення кінце-

вої координати ділянки); 
( )v s  – швидкість руху поїзда; 
( ( ))f v s  – витрати енергоресурсів; 

( ( ))t v s  – функція витрат часу в залежності 
від обраної швидкості руху; 

T  – час руху по ділянці. 
Задача на оптимальне управління рухом по-

їзда з мінімальною витратою енергії коротко 
можна сформулювати так: знайти таке допус-
тиме управління ( )v s , при якому відповідний 
витрат енергоресурсів був би мінімальним і 
виконувався графік руху на даній ділянці. 

Зазвичай задача оптимального управління 
руху поїзда з мінімальним витратами енергоре-
сурсів має вигляд 

 
( )

min ( )
v s

f s  (2) 

за умови 

 ( ( ))t v s T= ,   0 s l≤ ≤ . (3) 

Управлінням є швидкість руху. 
Модель (2)–(3) враховує не всі обмеження. 

Необхідно при розрахунках ще врахувати й ін-

ші чинники: початкову та кінцеву швидкість, 
характеристики локомотива (обмеження на пи-
тому дотичну силу, обмеження на питому га-
льмівну силу, ККД й ін.), обмеження швидкіс-
ного режиму, перегрів тягового двигуна. 

Пом’якшимо жорстку умову щодо часу про-
ходження (3) і замість рівності (2) будемо роз-
глядати обмеження 

 ( ( ))t v s T≤ ,   0 s l≤ ≤ . (3′) 

Модель (2)–(3′) є неперервною. Для побудо-
ви схеми розв’язку задачі перейдемо до відпо-
відної дискретної моделі. 

Розіб’ємо ділянку колії 0 s l≤ ≤  на N  еле-
ментарних ділянок { }1[ , ]j js s− , 1, ,j N= … . У 

точках розбиття js  швидкість ( )jv v s=  може 

приймати кінцеву безліч значень jV , 

1, ,j N= … : 

{ }( )j i jV v s= ,   1 ji m= … , 

де jm  – кількість елементів у множині jV . 
Величина jm  визначається обмеженнями на 

швидкість руху в точці js  та у спосіб дискре-

тизації ( )jv s  (регулярний крок розбиття, нере-

гулярний крок розбиття, величина кроку роз-
биття). Залежно від вибраної швидкості руху 

jv V∈  в точці розбиття колії js  елементарна 

ділянка 1,j js s−⎡ ⎤⎣ ⎦  може бути прослідувана за 

час ( )j jt t V=  – невід’ємна величина, при цьому 

витрати енергоресурсів складуть ( )j jf f V=  – 

також невід’ємна величина. Витрати енергоре-
сурсів на ділянці 0 Ns l s≤ ≤ =  являють собою 
суму всіх витрат на елементарних ділянках. 
Витрати часу для 0 Ns l s≤ ≤ =  представляють 
суму часу відповідних встановленому енерго-
ресурсу на елементарних ділянках. Інакше, фу-
нкція витрат енергоресурсів і функція витрат 
часу є адитивні функції, визначені на кінцевих 
множинах jV . 

Потрібно вибрати такий режим руху потягу 

kv , 0k N= …  ( 0v  и Nv  надані), при якому су-
марні витрати енергоресурсів були б мінімаль-
ними, і при цьому загальні витрати часу не ви-
водили з встановленого графіка руху (сумарні 

196



витрати часу не перевершували заданої вели-
чини T ). 

Розглянута задача про оптимальний рух по-
їзда з мінімальними витратами енергоресурсів 
(2)–(3′) є канонічною задачею про розподіл ре-
сурсу [25, 26]. Для її рішення пропонується 
схема методу динамічного програмування. За-
мість рекурентних рівнянь використовується 
покрокове обчислення безлічі точок, оптималь-
них за Парето, на площині значень цільової фу-
нкції й ресурсу. 

У прийнятих позначеннях формальна поста-
новка задачі запишеться так. Знайти мінімум 
суми: 

 
1

( )
N

j i
j

f v
=
∑ ,   i jv V∈ ,   1j N= …  (4) 

при обмеженнях 

 
1

( )
N

j i
j

t v T
=

≤∑ ,   i jv V∈ ,   1j N= … . (5) 

Передбачається, що безліч (5) допустимих 
рішень не порожня. 

2. Схема динамічного програмування 

Задача (4)–(5) представляє собою відому за-
дачу оптимального розподілу ресурсу, для ви-
рішення якої використовується метод динаміч-
ного програмування [11, 12]. Наведемо основні 
співвідношення цього методу. Позначимо через 

( )jB u  оптимум наступної задачі: знайти міні-

мум суми 

1
( )

j

k k
k

f v
=
∑  

при обмеженнях 
1

( )
j

i i
i

t v u
=

≤∑  i iv V∈ , 1j N= … , 

де j  приймає значення 1, , N… , 0 u T< ≤ . Оче-

видно, величина ( )NB T  дорівнює оптимуму 
вихідної задачі (4), (5). Її розрахунок прово-
диться за рекурентним рівнянням 

{ }1\ ( )
( ) min [ ( )] ( )

0 1, , .
j j j j

j j j j j jv V t v u
B u B u t v f v

u T j N

−∈ ≤
⎧ = − +
⎪
⎨

< ≤ =⎪
⎩

…
 (6) 

При такій організації обчислень необхідно 

покласти 0 ( )B u = +∞ , 0 u T< ≤ , і ( ) 0jB u = , 

якщо мінімум в (6) береться по порожній без-
лічі. 

При великих значеннях T  і N  розрахунок з 
використанням рівнянь (6) вимагає значного 
обсягу пам’яті і часу рахунку. Нижче пропону-
ється підхід, який дозволяє істотно заощаджу-
вати обчислювальні ресурси. 

На площині двох змінних введемо відно-
шення часткового порядку 

( , ) ( , )x y z w x y⇔ ≤≺ ,   z w≤ . 

Нехай A  – деяка безліч точок на площині. 
Точки з A , мінімальні щодо часткового поряд-
ку, називають оптимальними за Парето або 
просто паретовськими. Розглянемо безліч точок 
вигляду 

1
( )

j

i i
i

F f v
=

=∑ ,   
1

( )
j

i i
i

T t v
=

=∑ , 

де вектор 1 2( , , , )jv v v…  пробігає всі значення, 

що задовольняють умовам 

1
( )

j

i i
i

t v T
=

≤∑ ,   i iv V∈ ,   1i j= … . 

Сукупність паретовських точок цієї множи-
ни позначимо через jS . З кількох рівних паре-

товських точок у безліч jS  включається тільки 

одна. Позначимо через ( ),jk jkF T , 1, , jk K= …  

точки безлічі jS , нумеруючи їх за зростанням 

координат, тобто 

1 2 jj j jKF F F< <… ,   1 2 jj j jKT T T< <… . 

Неважко бачити, що ( )j jk jkB T F= , k =  

1, , jK= … . Функція ( )jB u  є неспадною по ар-

гументу u  при даному j . Її графік складається 
з ділянок постійності і точок зростання, які і 
складають безліч jS . Таким чином, безліч jS  

містить всю необхідну інформацію про функції 
в мінімальному обсязі. 

Безлічі jS , 1, ,j N= …  перераховуються по 

кроках, аналогічно рівнянням (6). На початко-
вому кроці вважаємо 0S  = {(0,0)}. Опишемо 
спільний крок. Нехай вже побудовано безліч 

{ }1 1, 1, 1, , 1, ,j j k j k jS F T k K− − − −= = … . 
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Розглянемо безліч точок ( , )F T  вигляду 

1, ( )j k j jF F f v−= + ,   1, ( )j k j jT T t v−= + , 

де 11, , jk K −= … , а змінна jv  пробігає всі зна-

чення, що задовольняють умовам: 

1, ( )j k j jT t v T− + ≤ ,   j jv V∈ . 

Виділяючи з цієї множини паретовські точки 
і залишаючи з рівних точок тільки одну, отри-
муємо безліч 

( ){ }, ,, , 1, ,j j k j k jS F T k K= = … . 

Цей процес завершується побудовою безлічі 

( ){ }, ,, , 1, ,N N k N k NS F T k K= = … . 

Величина 
NNKF  дорівнює оптимуму почат-

кової задачі. Відповідне вказаному оптимуму 
значення 

NNKT  є витратами часу. Тут викорис-

тано таку властивість рішення: перспективні 
пари ( , )F T  утворюють безліч Парето, а всі ін-
ші можна видалити (але можна і залишити). У 
реальній реалізації представленого алгоритму 
попередньо виділяються для кожного значення 
індексу 1, ,j N= …  паретовські точки безлічі 

{ }( ), ( ) ,j j j j j jf v t v v V∈  

і використовуються в розрахунках тільки вони. 
Якщо перспективні пари ( , )F T  не вилуча-

ти, то серед безлічі пар ( , )F T  можна знайти 
такі, які оптимізують час. У самому сприятли-
вому випадку серед безлічі паретовських пар 
можна вибрати найбільш підходящі до умов 
графіку руху за витратами часу та енергоре-
сурсів. 

Ефективним рішенням багатокритеріальної 
задачі називають оптимальне по Парето рішен-
ня [27]. Пошук ефективного рішення називають 
ще програмуванням на множині Парето. Чисе-
льна реалізація методу динамічного програму-
вання на множинах Парето дозволяє застосову-
вати обмеження на використання ресурсу. 

Наведемо приклад пошуку ефективних тра-
єкторій по Парето. Процедуру побудови ефек-
тивного  рішення надамо для багатостадійного 
процесу, що моделюється графом (рис. 1), ана-
логічному топології сітки, яка використовуєть-
ся при оптимальних тягових розрахунках з до-
помогою динамічного програмування. Граф 

(сітка) відображає процес руху від стадії kD  до 

1kD + , 1,...,11k =  (відрізок путі 1[ , ]k kD D + ) і змін 
стану (від швидкості iv  до швидкості jv ) в на-

прямках, що задані стрілками (дуги). Процеси 
переходу від однієї стадії  руху до іншої харак-
теризується парами ( , )e t , де e  – витрати енер-
гії при переході від швидкості iv  до швидкості 

jv , t  – відповідні витрати часу для подолання 

відрізку путі 1[ , ]k kD D + . Формально можна ска-
зати, що кожній дузі графа поставлено відпові-
дно пару чисел (вектор). Для наданого графа 
необхідно визначити оптимальні траєкторії по 
Парето (ефективні траєкторії), що ведуть з по-
чаткової вершини 1v  до кінцевої 12v  на множе-
ні паретовських точок ( , )p pe t , що характери-

зують процес руху. 
На графі в кожній вершині проставлено не-

зрівнянні по Парето варіанти, які вказують на-
прямок руху (зміни станів для кожної стадії) з 
даної вершини в початок путі (покажчик на по-
передню вершину mv→ ) і які витрати енергії 
e  и ресурсу часу t  при цьому будуть. 

Оптимальні по Парето траєкторії на графі 
виділено товстими лініями. Процедура оптимі-
зації проводилася ручними розрахунками і з 
допомогою розробленого програмного забезпе-
чення. Для наданого прикладу ефективними 
траєкторіями є:  
- перша траєкторія проходить через послідов-
ність вершин 
 1 2 4 9 11 12v v v v v v→ → → → → , 
відповідні витрати енергії 12 7e = , часу 12 7t = ; 
- друга траєкторія проходить через послідов-
ність вершин 

1 3 5 9 11 12v v v v v v→ → → → → , 
відповідні витрати енергії 12 6e = , часу 12 10t = . 

Даний приклад несе тільки демонстратив-
ний характер. Показники процесу ( , )e t  і кіль-
кість вершин в графі вибрано випадково. Задачі 
тягових розрахунків відповідає лише топологія 
графу. 

Слід зазначити, що в випадку не виконання 
обмеження на ресурс часу t T<  (взагалі якого-
небудь ресурсу), така траєкторія не розгляда-
ється, Стосовно прикладу, якщо мається обме-
ження 9t < , друга траєкторія до розгляду як 
ефективна не береться. 
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Висновки 

Задача на оптимальне управління рухом по-
їзда з мінімальною витратою енергії та обме-
женням часу можна звести до задачі оптималь-
ного розподілу ресурсу, для вирішення якої ви-
користано метод динамічного програмування 
на сукупності паретовських точок безлічі пар 
( , ) ( , )F T енергiя час= . Рішення, засноване на 
паретовських точках, не єдине. На безлічі рі-
шень по Парето вибирається одне, що найбільш 
підходить за компромісом щодо організації пе-
ревізного процесу для даної ділянки. 
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