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МОДЕЛИРОВАНИЕ КОЛЕБАНИЙ БАЛОЧНЫХ  
ЖЕЛЕЗНОДОРОЖНЫХ МОСТОВ В СРЕДЕ ОБЪЕКТНО-
ОРИЕНТИРОВАННОГО ПРОГРАММИРОВАНИЯ DELPHI 

Описано основні етапи створення програмного комплексу для розрахунку статики та динаміки стержне-
вих та балочних конструкцій залізничних мостів на основі об’єднання методів скінченних елементів і рів-
нянь динаміки твердого тіла. 

Описаны основные этапы создания программного комплекса для расчета статики и динамики стержне-
вых и балочных конструкций железнодорожных мостов на основе объединения методов конечных элемен-
тов и уравнений динамики твердого тела. 

The basic stages of development of the program complex for calculation of statics and dynamics of the rod and 
beam constructions of railway bridges based on combining the finite-element method and the equations of solid dy-
namics are described. 

Введение 

Наиболее часто для расчета мостовых кон-
струкций применяются различные компьютер-
ные программы и расчетные комплексы, кото-
рые реализуют метод конечных элементов 
(Lira, Scad, Robot, Ansys и др.). Однако приме-
нение компьютерного моделирования для ди-
намического расчета стержневых систем вызы-
вает определенные трудности [1]. В техниче-
ской и справочной литературе по расчету 
стержневых систем мало внимания уделено по-
лучению решений в завершенной матричной 
форме, пригодной для прикладных вычисле-
ний.  В  данной  работе  рассмотрены  вопросы, 

связанные с учетом произвольной ориентации 
стержней в глобальной системе координат, 
диссипативных свойств конструкции, неопре-
деленностей, возникающих при формировании 
общей матрицы жесткости системы. Все приве-
денные в работе алгоритмы реализованы в про-
граммном комплексе Belinda [2]. 

1. Особенности применения МКЭ для дина-
мического расчета 

Алгоритм расчета стержневой системы с 
использованием метода конечных элементов 
может быть представлен следующей блок-
схемой (рис. 1): 
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Рис. 1. Алгоритм статического и динамического расчета стержневой системы 

217



На данной блок-схеме (см. рис. 1) использо-
ваны оригинальные обозначения процедур из 
исходного кода модулей FEM.pas, UnitDynam-
ics.pas [2]. Для проведения статического расче-
та (Static) достаточно подготовить информацию 
о кинематических закреплениях узлов системы 
(процедура SetStaticFixations) и последователь-
но выполнить три этапа расчета: 
CalculateStage1, 2, 3. В первом блоке  
CalculateStage1 вычисляются матрицы поворота 
каждого стержневого элемента, формируются 
вектор кинематических закреплений, матрицы 
жесткости C  и податливости L  [3]. На втором 
этапе CalculateStage2 определяются вектор вы-
нужденных перемещений узлов системы и век-
тор эквивалентных узловых усилий. На третьем 
этапе CalculateStage3 осуществляется сбор всех 
приложенных к системе нагрузок, проводится 
расчет системы методом конечных элементов в 
форме метода перемещений и строятся матри-
цы результирующих узловых усилий и усилий 
в стержнях. По завершению расчета становятся 
доступными средства просмотра результатов 
(процедура Postprocessor). 

Как видно из рис. 1, для динамических рас-
четов (Dynamic) нет необходимости проводить 
первый этап вычислений CalculateStage1 на ка-
ждом шаге интегрирования. После подготовки 
начальных условий (SetInitialConditions) и под-
готовки решателя системы дифференциальных 
уравнений (ResetSolver) действия на первом 
шаге динамического расчета аналогичны дей-
ствиям в статическом расчете. Этапы расчетов 
CalculateStage2, 3 выполняются на каждом шаге 
интегрирования. 

В статическом расчете условия, по которым 
на перемещения узлов накладываются кинема-
тические закрепления, известны [3]. В динами-
ке к этим условиям добавляется еще одно: узел 
должен быть кинематически закреплен, если в 
нем сосредоточена масса или момент инерции 
массы. Последнее обстоятельство определяет 
участие кинематических параметров узла в об-
щей системе уравнений движения, а также раз-
личие процедур SetStaticFixations и  
SetDynamicFixations. 

2. Произвольная ориентация стержня 

Локальная матрица жесткости jC  простран-
ственного стержневого элемента [3] приводится 
к виду (1).  

В расчете балочного пролетного строения со 
сквозными фермами матрица жесткости может 
быть использована в форме (1) только для про-
дольных балок, элементов нижнего и верхнего 
пояса, для которых локальные системы коор-

динат совпадают по направлению с глобальной 
системой координат. 
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Для остальных элементов (поперечных ба-
лок, раскосов, связей) матрицу жесткости, а 
также вектор суммарных узловых нагрузок F  
необходимо преобразовать с помощью соответ-
ствующей матрицы поворота: 
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где T  – унитарная изометричная матрица по-
ворота [4, 5], которую можно представить в 
блочной форме 
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Элементы матрицы Tλ  описывают ориента-
цию локальной системы координат стержня в 
глобальной системе координат и представляют 
собой косинусы углов между их осями. Матри-
ца Tλ  может быть получена различными спосо-
бами: последовательным вращением системы 
координат вокруг осей , ,x y z  на соответст-
вующие углы Эйлера , ,x y zϕ ϕ ϕ ; вращением 
вокруг заданного вектора vα  на угол α ; преоб-
разованиями кватернионов или заданных ранее 
матриц поворота; прямым составлением табли-
цы направляющих косинусов [6]. Одним из са-
мых простых методов построения матрицы по-
ворота является вращение системы координат 
вокруг заданного вектора. Однако для такого 
построения необходима информация о его ко-
ординатах. В общем случае, положение произ-
вольно ориентированного стержня в глобаль-
ной системе координат известно (это разность 
координат узлов, соединяемых стержнем). Ос-
тается найти координаты вектора поворота 
стержня. Эта особенность мало освещена в на-
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учной и справочной литературе, где приводятся 
примеры в основном с плоскими расчетными 
схемами, а стержни располагаются либо по на-
правлению осей глобальной системы коорди-
нат, либо в ее плоскостях. Общий пространст-
венный случай требует проведения некоторых 
дополнительных математических преобразова-
ний. 

Рассмотрим стержневой элемент, соеди-
няющий узлы конструкции ,A B  и занимающий 
произвольное положение в глобальной системе 
координат (рис. 2). Согласно принятой схеме, 
продольная ось стержня x′  направлена вдоль 
вектора AB . Условимся считать, что плоскость 
изгиба стержня, образованная его локальной 
осью x′  и осью z  глобальной системы коорди-
нат, является вертикальной. Тогда, используя 
векторное произведение, можно получить век-
тор, перпендикулярный данной вертикальной 
плоскости: 

 { }; 0 0 1 .xyy x z z′ ′= × =  (4) 

 
Рис. 2. Ориентация стержня в глобальной  

системе координат 

Здесь xyx′  представляет собой проекцию век-
тора x′  на плоскость xy  глобальной системы 
координат, а сам вектор x′  перед использова-
нием в формуле (4) должен быть нормализован. 

Полученный вектор y′  определяет положи-
тельное направление одной из главных цен-
тральных осей сечения стержня. Повторным 
векторным произведением находим недостаю-
щую ось триэдра локальной системы координат 
стержня (рис. 2): 

 .z x y′ ′ ′= ×  (5) 

Формула (4) справедлива во всех случаях, 
кроме одного, когда продольная ось стержня x′  
параллельна оси z  глобальной системы коор-
динат (карданов подвес). В таком случае вместо 

y′  в (5) необходимо подставить единичный 
вектор y : 

 { }; 0 1 0 .y y y′ = =  (6) 

Далее, записывая последовательно 9 коси-
нусов углов между векторами , ,x y z′ ′ ′  (осями 
стержня) и векторами , ,x y z  (осями глобаль-
ной системы координат), получим искомую 
матрицу поворота 
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Аналогичный подход к представлению по-
ворота описан в справочной системе расчетно-
го комплекса Autodesk Robot Structural Analysis 
Professional, с решениями которого сравнива-
лись результаты работы комплекса Belinda. Ре-
зультаты тестовых статических расчетов по 
обоим комплексам показали точные совпадения 
при различных видах деформации концов 
стержня. 

3. Конструкционное демпфирование 

Рассмотренная модель пролетного строения 
моста относится к  классу консервативных ме-
ханических систем. В реальной конструкции 
часть энергии колебаний будет рассеиваться во 
внешнюю среду за счет сил вязкого трения в 
материале конструкции и сил сухого трения в 
ее опорных частях [7, 8]. Для учета диссипа-
тивных свойств материала конструкции введем 
в расчет силу вязкого сопротивления, пропор-
циональную скорости перемещения узла: 

 ,x y z
d

x x y y z z

x y z
F

ϕ ϕ ϕ

−β −β −β⎧ ⎫⎪ ⎪= ⎨ ⎬−β ϕ −β ϕ −β ϕ⎪ ⎪⎩ ⎭

� � �
� � �  (8) 

где β  – коэффициент вязкого сопротивления в 
направлении соответствующей степени свобо-
ды. 

Сила вязкого сопротивления, характеризуе-
мая вектором (8), линейно зависит от скорости 
перемещения узла и прикладывается на каждом 
шаге динамического расчета системы. При 
этом используется значение скорости -гоi  узла 

iv  с предыдущего шага расчета. Коэффициент 
β  (эквивалентный коэффициент сопротивле-
ния, [9]) определяется по формуле 

 
2

cψ
β =

πν
, (9) 
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где 2ψ = δ  – коэффициент поглощения энер-
гии; δ  – логарифмический декремент колеба-
ний; c  – жесткость узла конструкции; ν  – час-
тота колебаний конструкции, Гц. 

Запись формулы (9) предполагает, что па-
раметры вязкого сопротивления определяются 
на основе характеристик динамического про-
цесса, т. е. «опережают» решение системы 
уравнений движения узлов. Для расчета систе-
мы с неизвестными характеристиками колеба-
ний необходимо сначала провести расчет без 
учета демпфирования, установить частоту ко-
лебаний, вычислить параметры демпфирования 
и повторить расчет с учетом вычисленных ха-
рактеристик. Демпфирующие свойства некото-
рых механических систем представлены в 
справочных материалах, например [8], для ме-
таллических балочных пролетных строений 
железнодорожных мостов разрезных систем, 
логарифмический декремент колебаний 

0,08.δ =  Это значение использовано далее при 
динамическом расчете балочного пролетного 
строения со сквозными фермами расчетным 
пролетом 110,0 м. 

В программном комплексе Belinda модель 
сухого трения в линейной постановке реализо-
вана в виде сосредоточенных динамических 
сил sF , зависящих от перемещений узлов кон-
струкции и коэффициента трения µ  [7]: 

 x y z
s

x x y y z z

x y z
F

ϕ ϕ ϕ

−µ −µ −µ⎧ ⎫⎪ ⎪= ⎨ ⎬−µ ϕ −µ ϕ −µ ϕ⎪ ⎪⎩ ⎭
, (10) 

где , ,x y z  – линейные перемещения узла в на-
правлении соответствующих степеней свободы; 

, ,x y zϕ ϕ ϕ  – то же, угловые перемещения. 
Силы сухого трения (10) прикладываются к 

узлам системы и вычисляются аналогично си-
лам вязкого сопротивления (8). На мостах силы 
сухого трения возникают в опорных частях при 
смещении пролетного строения. Величина ко-
эффициента трения может быть найдена по 
справочным данным. 

4. Кинематические закрепления узлов  
конструкции 

При моделировании следует учитывать не-
которые особенности определения жесткост-
ных характеристик дискретной стержневой 
системы. Так, обращение общей матрицы жест-
кости C  и получение матрицы податливости L  
возможно только при использовании редуциро-
ванных форм этих матриц. Наличие нулевых 
строк и столбцов в матрице жесткости влечет за 
собой появление в матрице податливости эле-

ментов с бесконечно большими значениями. В 
вычислительном программировании такие зна-
чения называются NaN-величины (Not-a-
Number). К этому может привести не только 
отсутствие опорных закреплений в рассматри-
ваемой модели, но и некоторые другие факто-
ры. Например, при компьютерном моделирова-
нии жесткостные характеристики стержней 
хранятся в вещественных переменных, которые 
инициализируются нулевыми значениями. Со-
временные расчетные комплексы в таком слу-
чае либо сигнализируют пользователю о необ-
ходимости переназначить жесткость, либо  
автоматически присваивают параметру новое 
ненулевое значение. Такая процедура реализо-
вана, например, в пакете конечноэлементного 
анализа Autodesk Robot Structural Analysis 
Professional. Последний вариант, однако, нельзя 
считать универсальным, так как значение 

5 410 м−  для момента инерции стержня на кру-
чение и 41,0 м  для момента инерции сечения на 
изгиб – конечные величины. Предлагаемое аль-
тернативное решение состоит в назначении 
фиктивного кинематического закрепления в 
направлении степени свободы с нулевой жест-
костью. Данный подход позволяет не только 
автоматически учитывать обнуленные жестко-
сти стержней, но и вводить временные кинема-
тические закрепления узлов при динамическом 
расчете. После установки такого закрепления 
перемещение соответствующего узла рассмат-
ривается как заданное. 

5. Контактное взаимодействие  
с подвижной нагрузкой 

Базовая теоретическая модель контакта не-
сущих элементов пролетного строения моста и 
подвижной нагрузки изложена в [10]. В теку-
щей версии программного комплекса Belinda 
реализована усовершенствованная модель это-
го контакта, позволяющая учитывать воздейст-
вие на конструкцию группы постоянных, гар-
монических сил и моментов, движущихся по-
ступательно или вращательно с заданной ско-
ростью. 

Программный объект «контакт» представ-
ляет собой элемент с двумя параметрами – но-
мером контактной группы и номером элемента 
конструкции, как правило, стержня. Контактная 
группа может содержать произвольное число 
контактов. Каждая динамическая нагрузка от-
носится к той или иной контактной группе, 
ссылаясь на нее по номеру 1, 2, ,k n= … . Если 
нагрузка приблизилась к элементу конструкции 
из контактной группы на расстояние менее чем 
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заданный порог (по умолчанию 0,01 мм), то она 
прикладывается к элементу. При этом все ха-
рактеристики нагрузки (величина, частота, ско-
рость), в общем случае, зависят от времени t . 
Такие предположения позволяют существенно 
увеличить количество динамических нагрузок и 
контактов, используемых в модели, без замет-
ного снижения быстродействия программного 
комплекса. 

6. Пример динамического расчета  
пролетного строения моста 

В качестве примера рассмотрим динамиче-
ский расчет пространственной модели балочно-
го пролетного строения железнодорожного 
моста со сквозными фермами с применением 
программного комплекса Belinda. 

Пролетное строение имеет следующие гео-
метрические размеры: пролет – 110,0 м; высота 

главных ферм – 15,0 м; панель главных ферм – 
11,0 м; панель продольных связей – 5,5 м; рас-
стояние между фермами – 5,8 м. Проезжая 
часть включена в совместную работу с нижни-
ми поясами главных ферм. Общий вес пролет-
ного строения, включая мостовое полотно и 
другие детали, составляет 519,7 т. Схема опи-
рания конструкции – шарнирная, опорные час-
ти на одном из концов позволяют системе сво-
бодно перемещаться в продольном направле-
нии. 

Дискретная модель пролетного строения 
показана на рис. 3. С каждым стержнем связы-
вается локальная (местная) система координат. 
Узлы конструкции определены в глобальной 
(общей) системе координат ,xyzO  начало кото-
рой совмещено с центром тяжести первой по-
перечной балки. Модель включает 62 узла, 136 
стержней, 744 кинематических параметра. 

 
Рис. 3. Модель пролетного строения в программном комплексе 

Нагрузка моделируется в виде четырех под-
вижных гармонических сил, соответствующих 
центрам крепления тележек электровоза ВЛ8. 
Статическая составляющая каждой силы моде-
лирует долю собственного веса локомотива, 
гармоническая – динамические свойства локо-
мотива, полученные на основе натурных испы-
таний при движении локомотива по прямоли-
нейному участку пути с постоянной скоростью. 
Скорость движения нагрузки – 72 км/ч. 

Общая система разрешающих уравнений 
движения узлов состоит из 726-ти дифференци-
альных уравнений (динамика) и 62-х алгебраи-
ческих (статика). Динамический процесс на-
блюдается в течение 10 с, шаг интегрирования 
составляет 410 с− . Формирование общей неоп-

тимизированной матрицы жесткости заняло 
15 мин., полное время динамического расчета 
на компьютере с 2 GB оперативной памяти и 
двуядерным процессором Intel Core 2 Duo 
2,2 GHz – 6 часов. Были проведены расчеты 
пространственной динамики пролетного строе-
ния при движении локомотива ВЛ8 со скоро-
стями 5 м/с, 15 м/с и 30 м/с. Перемещения се-
редины продольной балки для различных ско-
ростей движения в зависимости от положения 
начала локомотива показаны на рис. 4. 

Из рис. 4 очевидно, что амплитуда верти-
кальных колебаний центрального узла про-
дольной балки возрастает с увеличением ско-
рости движения локомотива. 

221



 
Рис. 4. Перемещения центрального узла продольной балки 

Для более простых систем, например, ба-
лочных металлических пролетных строений со 
сплошной стенкой, ребристых железобетонных 
конструкций, а также плоских моделей порядок 
матриц жесткости и податливости становится 
существенно меньше. Например [11], динами-
ческий расчет плоской дискретной модели же-
лезнодорожного пролетного строения длиной 
33,6 м, включая формирование основных мат-
риц МКЭ, составил около 15 мин. 

В следующих версиях программного ком-
плекса Belinda планируется ввести распреде-
ленные и импульсные динамические нагрузки, 
а также рассмотреть вопросы взаимодействия 
подвижных нагрузок с мостовыми конструк-
циями при наличии эксцентриситетов и других 
неровностей железнодорожного пути. 
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